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quelconque  but  commercial. 
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a  TRAITA  iLillENTAIBE 

conques,  soit  même  par  des  relations  impossibles  à 
assigner  algébriquement,  mais  dont  Fexistence  est  dé- 
terminée par  des  conditions  certaines,  on  dit  que  la 
première  est  fonction  des  autres.  L'usage  de  ce  mot  en 
édaircira  la  signification. 

On  emploie  souyent  une  lettre  comme  signe  on  ca- 
ractérisiique  du  mot  fonction  ;  ainsi  les  symboles 

expriment  que  u,  v  et  s  sont  diverses  fonctions  de  x. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de  gran- 
deur, ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable  ;  et 
l'on  donne  le  nom  de  constante  k  celle  que  l'on  consî— 
dere  comme  conservant  toujours  la  même  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'aprës  cela  que  c'est  la  nature 
de  la  question  proposée  qui  détermine  quelles  sont  les 
quantités  qu*on  doit  r^arder  comme  variables  ou  comme 
constantes. 

4.  Pour  éclaircir  ceci ,  je  vais  donner  quelques 
exemples.  Soit  w=ax ,  a  étant  regardé  comme  une  cons- 
tante ;  El  est  une  fonction  de  jp  ,  de  l'ordre  le  plus  simple, 
puîscpe  c'est  une  quantité  proportionnelle  à  cette  va- 
riable. Si  l'on  suppose  que  x  devienne  jr-}*A,  et  qu'on 
représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  u,  on  aura. . . . 
w'=  ox-J-  a/*,  d'où  u — M  =  ah\  et  en  divisant  les  deux 

ML  *^  IL 

membres  par  A,  îl  viendra  —r —  =  a ,   c'est  -  à  -  dire 

que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui 
de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  particu^ 
lière.  ^ 

Je  passe  \k  la  fonction  un  peu  plus  compliquée 
ii=a**j  en  y  mettant  x  +  h  au  lieu  de*,  il  vient 
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*''==«  (jt'  +  ajrA  +  A'),  «t  en  retranchant  U  première 
équation  de  la  féconde,  u  —  u=^3axh-i-a/i.';  dirlMot 

le»  deox  membres  par  h,  on  aura  -     —  =:  aax  +  ah. 

Ici  le  rapport  des  accroùsemens  âe  la  fonction  et  de  la 
nriable  est  com)ioié  de  deux  parties;  l'une  ne  dépend 
point  de  la  valeur  particulière  des  accroissemens ,  et 
l'autre  est  affectée  de  A.  Si  l'on  conçoit  que  cette  quan- 
tité aille  en  diminuant,  la  résultat  Rapprochera  tans 
cesse  de  aa*,  et  n'y  atteindra  qu'eu  supposant  A  =  o; 

en  aorte  que  sax  est  la  limile  du  rapport  — — - ,  c'est- 
à-dire  la  vaUur  vers  Itiquelle  ce  rapport  Und  à  meturt 
qu»  ta  qaantili  h  diminiUj  et  dont  il  pntt  approcher 
autant  qu'on  I0  vaudra,. , 

Il  est  aisé  de  voir  que  ta  difiërence  u  —  u  s'anéantit 
tonfours  en  même  temps  que  k,  puisque  c'est  l'existcnoe 
seule  de  cette  deroicrequantitû  qui  donne  lieu  ii  la  pre- 
mière ;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantît  pas  :  il  est 
de  l'espèce  de'qoantitûs  indiquée  dans  le  n°  70  des 
ÊUmm»  d-Algibr». 

Lorsque  u  =  ax',  on  a,  par  la  sabstitution  de  «■+>% 
au  lien  do  x , 

«'=  a{x-^ky.  ^^^  +  3a*Vi  +  3«A*  +  aA'; 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  on 
tronve  u — «  sa  3a«*A -f- 3<ixA* -{- oA',  et  prenant  le 

rapport  des  accroissemens,  — -i—  ^  3a«*-|>3a«A-^<iA*. 
On  Toit  encore  ici  un  terme  indépendant  de  tcota  Talear 
•particulière  des  accroissemens ,  el  vers  lequel  leur  rap- 
port tend  sans  cesse,  lorsque  h  diminue,  en  sorte  que 
ce  rapport  1  anu!  nne  limite  qui  est  3as*. 
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passé  par  tous  les  degrés  de  petitesse  (4)  :  on  aura  donc 
en  général  y 

PQ  =  (p  +  ^)iq  +  fi)=pq+pf  +  q*  +  ^*' 

Le  second  membre  de  cette  éqoatioD  se  réduit  k  pq , 
lorsque ,  pour  prendre  les  I imites  ^  on  fait  ee=o ,  /8=o. 
On  Toîi  d'ailleurs  qu'en  donnant  aux  quantités  «t  et  /f 
des  valeurs  convenables ,  on  peut  rendre  aussi  petite 
qu'on  voudra  la  différence 

PQ  —pq  =/)y8;+  q^  +  -^. 

Maintenant ,  si  Von  fait  PQ  =sR,etpq:=irfr  sera 

R  r     , 

la  limite  de  R\  mais  puisque  Q  =  -^/  ^  =  ~ ,  il  s'cti- 

ituit  que  la  limite  du  quotient  est  aussi  le  quotient  de» 
limites. 

9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefHcient  différentiel  d'une  fonction  rapportée  à 
une  variable  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Soient,  en  effet,  trois  quantités  i^,  u,  x,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde,  et  celle- 
ci  une  fonction  de  la  troisième ,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

v=f(i*),     «^F(x); 

il  semble  d* abord  qu'il  faudrait,  par  l'élimination  de  u^ 
obtenir  l'expression  immédiate  de  v  en  x;  mais  on 
va  voir  qu'il  n'en  est  pas  besoin.  £n  effet,  si  ces 
quantités  passent  simultanément  à  un  nouvel  état  de 
grandeur,  représenté  par  v',  u\  x\  ou  prennent  les 
accroissemens  respectifs 


V' ,P  ^          u    Uy         X    — JP, 

on  aura 

f                           /                            r 

*'— *-"-l»'— M^^*'  — *' 
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en  général.  Ainsi,  lonqae  Ua  accTOÙaemênt  rêsptcàfk 
't'unt/onctiontt de  sa  varidllet'ét'anouMêentj  leur  rap- 
port nt  a'étianoidt  pat  ;  maU  ii  atteint  une  limite  dont  il 
a'-est  approché  par  degrés;  et  il  existe  entre  cette  limité 
etla  Jonction  dont  elle  dérive  j  une  dépendance  mutaelù. 
çui  déterminé  f  une  par  f  autre,  et  réciproquement. 

S.  Je  ferai  d'abord  connaître  les  signes  par  lesqneb 
on  exprime  les  nouTelles  relations  que  les  notions  pré- 
cédentes établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en  mon- 
trer la  conTcnance,  je  reprends  la  fonction  u-=^a3^, 
déjà  considérée  dans  le  n"  4- 

En  y  mettant  z  +  A ,  au  lien  de  x ,  et  retrancbant  la 
^antité  ox^  du  résultat ,  on  a  obtenu ,  dans  l'expression 

u  —  a  =  3(WA -I- 3n*A' +  oA' , 
le  développement  de  la  différence  des  deux  étata  de  la 
fonction  u,  ordonné  suivant  les  puissances  de  l'accrois- 
sement h  qu'on  suppose    à  la  variable  x;  et  la  limite 
Zax*  du  rapport  des  accroissemens  U  — u  et  A,  no  dé- 
pend que  de  la  considération  du  premier  terme  iax'h 
de  cette  différence  (4)'  Ce  premier  terme,  qui  n'est 
qu'une  portion  de  la  différence,  s'appelle  diffèrentifUe }  ■ 
et  OD  le  désigne  par  du,  en  se  serrant  de  la  lettre  A, 
initiale  dn  nom,   comme  d'âne  caractéristique  :  on 
aura  donc,  dans  l'exemple  proposé,  du  =  3a^/i. 
Pour  passer  de  là  i  3ax*,  qui  est  la  limite  cherchée, 

il  faudra  diviser  par  h,  et  l'on  obtiendra  -j-  ^  3ai*; 

mail  quand  il  s'agit  d'une  variable  simple,  comme  la 
quantité  x ,  qui  se  change  en  v'r=x-^  />,  ou  a  x'— x=A  ; 
la  différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une 
même  chose  :  oa  remplace  en  conséquence  )a  ([uantilé  /* 
par  le  signe  dx,  afin  de  mettre  de  l'uniforniité  dans  tes 


<m  aura  ♦'  =  ^[^'1*)], 

ce  qui  veut  dire  que  v  est  une  fonction  d'une  autre 
fonction  de  jp;  et , d'après  ce- qui  précède,  le  coefficient 
différentiel  (Fune  fonction  de  fonction  s* obtiendra  en 
multipliant  l'un  par  VanUre^  les  cœfficiens  différentiels 
de  ces  Jonctions  j  rapportées  chacune  à  sa  variable  im- 
médiate. 

Lorsque  deux  quantités  uei  x  sont  liées  par  une  dé- 
pendance mutuelle  9  on  peut  dire  également  que  u  est 
fonction  de  x,  ou  bien  que  x  est  fonction  de  u^  selon 
que  Pon  vent  regarder  u  comme  déterminé  par  XyOxkx 
comme  déterminé  par  u  ;  le  coeflicient  diflerentiel  peut 
aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  points  de  vue  ;  et 

comme 

x'  —  *  I 


u'—u 

~  u'—u' 

x'—x 

• 

il  suit  de  la  seconde  remarque  du  n* 

précodent, 

que 

Ax 
du 

I 

"'dli' 

àx 

puisque  l'unité  étant  une  quantité  constante,  est  elle* 
même  sa  limite. 

Soit,  par  exemple,  i*  =  jp^,  d'où  x  =  ^ u-=u^ \  oa 
aura 

▼aleur  qui  revient  à  — ;  =  — 5 — . 
Plus  généralement  encore,  lorsqu'on  suppose  vc=f(i^) , 


•m  • 


•»*•• 


•  I 


•  .^  I    •       •  «tf  ♦  -A*^  ^ftm 


•    — 


•  —  # 


•    U    <à4»>--« 


4w  '•« 

^«  "   '• 


^ii 


•i*    • 


■•••I 


'     •••    « 


#         ««»•#• 


4M  •  Mi****^  • 


•      #       -     • 


^•M       •*•••••«,  fVN*»»*' 


!«•     •     •  M* 


•   •  •• . 


f 


4^ 


(.««««■t*|.*       I     •••!         ••        •  ■•••      -*       M'     % 


••«     M*«»i|  ♦^•4'     fmtr    /       f 


•     ♦ 


«•• 


.•«»MW*   •««^•*     «*•    ^-    *•*# 
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«      #      y 
ports  particuliers  j- ,  —,  -=-  ;  et  si  Ton  multipl  ie  par  djr 

la  quaîilité/>+y— r,  le  résuliAtpdx+qdx'^rix  sera 
la  différentielle  de  la  fonction  proposée;  mais  pâx, 
qàXf  rdx^  sont  les  différentielles  propres  de  chacnne 
des  fonctions  u^i^etw^  et  on  les  représente  par  du,dy, 
àu^  :  on  aura  donc 

d  (m  +  V— f*')  =  du  +  di^  —  df** , 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  d'une  Jonction  de  n  , 
composée  de  plusieun  termes ^  s* obtiendra  en  prenant 
la  Afférentielle  de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme  est  affecté, 

1 1.  Secondement ,  si  dans  le  produit  des  deux  fonc- 
tions, i^  et  i',  i«  se  change  en  u  +  m^  v  en  t^ -^^  fi ,  œ 
produit  devient 

itf^ -f- 1//8  -f-  pm'i^mfi'f 

et  son  accroissement 

ii/3  +  vrt  +  «.5, 

comparé  à  dx,  donne  l'expression 

fi  m  tt 

En^ désignant  comme  ci-dessus,  par  p  et  9,  les  limites 

^      fi         • 
respectives  des  rapports  t->  t-  »  puis  faisant  attention 

que  l'accroissement  fi  s'éranouit  en  même  temps  que  dx , 
dont  les  quantités  if  et  v  sont  d'ailleurs  indépendantes, 

on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  -p  /S  est  p.  o ,  par 

conséquent  Eéro  (8) ,  et  que  celle  des  deux  autres  est 

uq'^'pp. 


•  ^« 


I  •« 


•»(<•  •    •    ■  / 


•    • 


fn#  #■'   ••  i*      *•«•• 


i...        a*. '  ••     •*♦-■     •  •        -#    *•     '       •»•_♦•  .«.     I-. 

•■i     '  •••     «••«     ■••   ••••••■   «^     »mm*Êi  t^*       '     »«^    •♦•1 


»iMtfiM>    ««A  •••■  *•- 


^«4        W        i«t»*A4 


41  • 


•  ■» 


>«.!       «MM^tS"*!'"*'       i 


•  « 


■I      • 


•       •  «•■*■<•     • 


/         .. 


<-« 
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et  par  conséquent 

à.uta du    ^^di       àê^ 

ut$.       "î7   ■"  T"*"  «"* 

on  trouvera  de  la  même  manière  que 

d.tttor. -..etc.      du  ,  d^  .  d«      dr   .     . 

—  = h-TT —  H r  etc. 

lUsr, .  •  .etc.         u         t        M        r 

m 

Si  Pon  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'équa- 
tion 

d,uiê du       di       àê 

uu  ~  le      T  "^  7' 

on  trouvera  d.  i^  =  uAu  -f-  uoAt  +  utAs ;  et  l'on  verra 
aisément  que,  quelque  soit  le  nombre  des  facteun ^  ta 
tUfférendelle  de  leur  produit  sera  égale  à  la  somme  daa 
produits  de  la  différentielle  de  chacun  j  multipliée  par 
tous  les  autres* 

12.  On  obtient  la  différentielle  de  -  en  faisant-  =  /  ; 

V  if         ' 

car  il  vient  alors  u  =  vt^  et  d'après  ce  qui  précède , 

du^=i^t-^tAif\  prenant  la  valeur  de  d^,  et  substituant 

au  lieu  de  ^  la  fraction  - ,  on  aura  d<= r- ,  ou , 

en  réduisant  au  même  dénominateur, 

,       if  Au  —  uàif 

d'= — -. — . 

d'où  il  résulte  que  pour  trouver  la  diff'èrentielle  d'une 
fraction  j  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif^ 
férentielU  du  numérateur  ^  retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénomina^ 
teuTj  et  diviser  le  tout  par  le  quarté  du  dénominateur. 


Quand  le  uuméraienr  de  la  fraction  proposée  ett 
constant,  m  ,  ne  dépendant  pmnt  de  x ,  n'a  point  de  àitSt' 
rentielle,  c'est-à-dire  queâii=o,'et  il  vient  seulement 


i3.  La  fonction  u"  désignant,  lorsque  ncst  un  nom- 
bre entur  positif,  l^prodttit  de  n  fActenra  ^tu  k  u, 
on  Aidnira  dit  d"  ii. 


o&  le  dernier  qMSfltre   venfermera  autant   de  fois 
—  qi^ilyade&<^iirs  dans  u*,(^eat-à-dire  n;  on  aura 

donc 

d.u* nàu 

à'oii  l'on  conclura  d.u'  =  nu'~'du. 

Si  le  nombre  n  est  fractionnaire,  en  le  représentant 

par  -,  on  fera  u'=:p,  d'où  i^:^v'\  et  c(Miune  les 

nombm  ret  a  sont  supposé*  entiers,  on  aura,  d'apria- 
cc  qui  précède , 

r«»r-'d«=;«^'d»'; 

d'ail  Fon  tirera 

.  n»*"*  ,  ruT"      . 

àv  =  — -—  d»  =  '  ■  ou. 

tu 
Cale.  diff.  » 


En  réduisant,  on  Iromt? 


r 
9 


ce  qui  renent  encore  à  d .  a"  =  nu^^Au ,  n  éUnt  égal 


ê 

Enfin  le  nombre  n  étant  négatif,  on  a  r^^^ri^ — , 

d'où  l'on  tire,  par  la  dernière  formule  du  n"*  12, 

-_._,!        — d.M" 

O    11    ■  *'^-  H    .J ^~  ^.^___  • 

cl  comme,  d'après  ce  qui  précède,  d.ii^=  w/i'^'dw, 
dans  tous  les  cas  ok  n  est  positif,  on  a  doiic 

d.tt  "  = — 7="-^ nu  ■   'di/. 

De  cette  énumcration ,  on  conclut  que  pour  diffiren- 
tier  une  puissance  quelconque  tPuns  fonction,  il  faut 
la  multiplier  par  son  exposant ,  diminuer  ensuite  cet 
exposant  d'une,  unités  et  multiplier  le  résultat  par  la 
différentiêUe  de  la  fonction  (*). 

i4*  Les  règles  énoncées  dans  les  n^  10,11,  12,  i3  , 
suffisent  pour  différentier  toutes  les  fonctions  où  la  va- 
riable n'est  engagée  que  par  addition,  soustraction» 
multiplication,  division,  élévation  aux  puissances   en* 


(*)  J*auraU  pn  déduire  immcdiatemeni  du  d<fTeloppeinent  da  bî» 
nome  (x4-djr)*,  k  differeotielle  de  jr",  pnUqne  ce  dëveloppemeDl 
cUnl  jr»-f^x*"-»dr-f-eie.,  %\  l'on  eo  retniiclie  x",  le  premier  terme 
de  la  dîi|IWrencetenifix*~*dr  ;  mtiît  je  n'ai  pas  -ronlu  supposer  la 
dt-mnnstration  de  la  fbmmlc  do  bînnme  ,  parce  <|oe  le  Calcul  diflV- 
rfntid  en  fonmit  une  très  gëMrale  et  très  simple. 
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\jktet  ou  fractioniuùr» ,  poiitiTes  ou  négatives ,  fbnc- 
Uoni  qui,  réiulUnt  des  opérations  algéhriqnet,  se 
nomment  par  cette  raison  JbiusUoaa  algébriçiftii.  On 
n'a  besoin  qne  de  se  rappeler  que  la  diSérentielle  de  la 
simple  variable  X  est  àx  (5). 

D'abord,  pour  la  foQction  moncmie  u'^a:^,  dans  U- 
qoelle  a  désigne  nue  constante,  la  rifjle  dû  pro- 
duits (ti^  donne  dtf=ad.ji',  et  la  rigle  des  puis- 
sances (i3)  conduit  à  dit  ^  nax''"àx. 

Passons  maintenant  aux  (onctions   complexes;   soit 

I".  u  =  a  +  ij/«—  -1  en  prenant  séparément  la 

différentielle  de  cliaqne  terme  de  cette  fonction,  le 
premier  disparaît  parce  qu'il  est  constant  (7)-,  le  second, 

1 
mis  sons  la  forme  i«* , donne,  par  l'application  de  la 

règle  du  n»  i3,  5**'     dx,  ou  — p^  ;     le    troisième 

ci, 
conduit  à  4* '3-  (is)i  réunissant  les  l'ésultats  par- 
tiels (10),  on  trouvera 

b  c  e 

V.  «:=  a4*-3 —  —  —5—  +  -;  :  en  AorÏTant  cette 
»/*»■    «l/î       *        : 
fonction  comme  il  suit, 

«%=«  +  fc»"^— c*~  '  "  ^ +«-*, 
l'applîcation  de  la  r^;le  du  n"  i3  donnera 

,  aMjit  .  Leàx      a*d* 
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.    ■    .     ;                 ^Mx     ,      âcàx          QLedx 
ce  qui  reTient  a  d«  i::  ^ 3—  +  --j -5-  • 

3xf/x*      SxVi 

3^  uxs(a-4"^^)"  '  cette  fonction  m  peut  être  dé- 
composée en  monômes  9  sans  on  développement  préa- 
lable, mais  qai  n'est  pas  nécessaire  pour  sa  dîfféren- 
tiation,  parce 4][n'en  faisant  a  -)-  bx*^  =  s,  elle  prend  la 
forme  monôme  u=  s",  et  en  j  appliquant  la  r^k  des 
puissances  (i 3),  on  .trouve 

d»=ii«»-'d«  -  n(a+èx^yd(a+hx'^) 
=zn{a+b3^y'"X.mbs^''àx=mnhx^'"àx{a+bx*y-'. 

1 5.  Gomme  on  a  souvent  besoin  de  différentier  des  radi* 
câux  du  second  degré ,  on  a  formel  pour  oei  fonctioBS, 
uue  règle  à  part  qui  résulte  du  calcul  suivant 

*     —  1 

Soit  ifszz^u,      d'où     ♦'=1*'; 

tl  vient 

6i^  =  -Ji/*      au  =  ju  *di*  = 


aV/w' 


ft  par  conséquent  la  différentielle  cfun  radical  du 
second  degré  j  B^obtient  en  diviearU  celle  de  la  quantité 

qui  se  trempe  mous  le  signe  j  par  le  double  du  radical. 

•  • 

16.  La  règle  donnée  (11)  pour  différentier  les  pro- 
duits ,  étant  appliquée  à  la  fonction 

ii=  jp(a*-f"Sf*)  V^a" — x^y  conduit  à 
d»=djc(a*+J^)  V^cF^*  +  x{/a*^?.à(0  +  *») 

+  «(a*  +  x'')â  v/a*  —  xK 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  renferment 
des  opérations  qui  ne  sont  qu'indiquées,  mais  qui  s'ef- 
fectuent successivement,  en  observant  que 


^%  cAix:iji. 

mrFÉBraTiEL. 

et  l'on  trouve  ensuite 

â»  =  (  (a»  +  X»)  v/a'  — «'  +  a*' »/«•—** 

I/o*  — *»i 
rédnîrant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  on  » 


_(a*H 


-  4j')da: 


La  règle  concernant  Ut  différeatiation  des  fraolîo 


appliquée  a  la  fouction  i 
niéiltaleiuent 


'«*+«**'+**' 


, donne im- 


j  _('''+a'*'+.v')d(a'-*')-(«'-«')a(a*+a'«H*^) 

d'oi  l'on  tire 

,    —  ajÇaa'  4-  aa'j*  —  jQdj 

*"*-  («*+«V+**)' 

Je  terminerai  ces  exemples  par  la  fonctioa 


V(-- t7ï+'^^^)' 


qui  renferme  plusieurs  opéi'ationi  algébriques  1  elSec- 
tuer  successivemenl.  Four  en  faciliter  la  différeotiation , 
on  peut  faire 
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et  Pon  aura 


.t 


b  règle  du  n°  i3  donnera 

d«  =  a(a— ^  +  ,)»"'d(a— j'  +  «) 

—Sdj'  +  3ds 
on  troiiTera  ensuite 

d«  =  d.  (c'— jr*)^=  5  (c*  — «•)^ ''d(c»— »»> 
=  5  (c»— jp*)"  ^  X—  2*djp  =   ~^^  ' 


3  v/c*— *• 

et  snbstitçiant  ces  Taleurs  et  celles  de  j^  et  de  s  dans 
Pexpression  de  di^,  il  Tiendra 

3b  4jp 


d»  = 


»«  v/ 


i/c«— *» 


V r     "  i       — — ' 


dx. 


Z7e^  differentiations  successwes. 

17.  Le  coefficient  dififSrentiel  étant  nne  nouTelIct 
fonction  de  x ,  peut  être  soumis  à  la  différentiation ,  et 
lonner,  parla  limite  du  rapport  de  son  accroissement 
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à  celui  de  la  variable  x,  ton  propre  coefficient  dîffê- 
renticl  qui  sera  aussi  une  fonction  de  «•  £n  faisant 
ainsi  succéder  des  différentiatioos  les  nôes  aux  autres, 
on  déduit  de  la  fonction  proposée  une  suite  de  limites 
ou  de  coefliciens  difierentieb,  que  l'on  distingue  en 
ordres  y  d'après  le  nombre  de  diffiêrentlations  qn'it  a 
fallu  effectuer  pour  les  obtenir. 

r,.  i«       ^  ..  di*  dp  dg     ^ 

Si  Ton  fait  ^  rc  /,,     ^  =  î,     ^  =^,  etc. , 

p  représentera  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  de  la  fonction  proposée ,  ^  celui  de  la  fonction  p , 
ou  le  coefficient  du  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
}K)séey  r  celui  de  la  fonct^n  £,  ou  le  coefficient  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  propos^,  etc. 

11  faut  obserrer  d'abord  que  les  coefficiens  q^  r,  etc. ^ 
se  tirent  des  difiiSirentielles  suocessires  de  du,  prises  en 
y  regardant  Faccroissement  dx  comme  une  constante. 
En  eSél,  les  équations 

d^  dp  dçf  ^      > 

^^p,     ^  =  q,     gj=r.  etc., 

donneront 

dw^pdxj     dp^zgdx,     dy=ird*,  etc.;  ' 

mais  si  l'on  différentie  pdx  sans  y  faire  varier  dx ,  o» 
aura  dpdÈj  expression  qui  devient  qdx^  (*) ,  lorsqu'on 
^7  met  pour  dp  sa  valeur  jrdx,  et  qu'il  suffit  dé  diviser 
par  ds*  pour  en  tirer  ceUe  de  q.  Soient  donc 

d(di*)  =  ddtt  =  d»M,    d(dV)  =  d^i*,  etc., 

(*)  11  faut  bien  prendre  garde  que  lei  cxprcMÎont  dx*,  dr*  . . 
•ont  cqoWalcntcs  h  (dx);  (dar)'.  .  » .  et  ni»pnt  &  d.ar*|  d.jr'... .. 
(vit) et  la  note,  pn.qc  »5\ 
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loi  ajmbolet  cU»  différentielles  successifoi  de  du  ^  prîtes 
en  j  regardant  dx  comme  constant;  et  rappelons-nons 
toujours  que  l'exposant  qui  a£Pecte  la  caractéristique  d, 
indique  une  opération  répétée >  et  non  pas  une  puissance 
de  la  lettre  d ,  qui  n*est  jamais  consiclérée  comme  une 
quantité,  mais  seulement  comme  un  signe:  nous  aurons 
alors,  au  moyen  des  Taleurs  précédentes  de  épyéq,  etc. , 
les  équations 

au  =3  pdg ,     d*it  =  dpàx  =  qàx* , 
à^u^àqêx^=^rdx'^,  etc. , 

desquelles  nous  tirerons 

au  d*u  d^a 

i8.  Si  la  fonction  proposée  était,  par  exemple^  ax*, 
on  trouverait  d.ajp"  =  7U7jr*'*'dr  (i4);  les  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  constans  dans  la  différen- 
tielle première  naxi^''*dx,  il  sufTit,  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde,  de  diffiêrentier  x""'  et  de  muhipliei^ 
le  résultat  par  nadx-y  mais  d.*"""'  =  (»  —  i  )  *""•  d*  : 
on  aura  donc  d^.ax^  =  71(71  —  i)a«*~*djf*. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable , 

d^.aar"  =  7i(7i  —  i}(/i  —  2)  flar"-^d j?^, 
d^.a3^:=n{n —  i)(7»  —  a)  (n  —  3)ajf*""*dx*, 
etCo  f 

et  lescoefficiens  différentiels  auront  les  valeurs  suivantes: 


d.ax 


H 


dx 


=  TMWf*'"*, 


•  %        »  (     «         ••«•  ^t«  >• 


.       •    .  •' 


»       • 


•    ■    • 


w.        > 


•  • 
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•■•      •■  t    /k«    ••  •*  •   •■     I'-  ••    •    •«    •  •  ■    14      •■<9*  ** **     4  ■*(••  ■•  !•••«• 

•■■••M       •••••     •      ■•«  •     •••        l>>*a  ■••         •     M       t^toM*-»**         *    9       *-ilkM>*        ■• 

•  ■••••9      '■•  ^.^.       ••         p««i     fiiaay  •       «^iMaM^  I  •^Mft       «•• 

•         •  •(•.••     ••■        •#••         0  •         M       •     •    «        ••         ••■ 

-    ■'    ^*    «■    •    ■       »■     f   .       m^^  -0  s    M*    ■••        t    •••       ••■    ■        ■•-.«•         «a*^       •        *.# 

*•  ••  >    ••«    **9        9  *         «•         ■••••.>•••  •       ««   #*«•  M         •^•* 

•  «•Mt*    •••••«■■•  ••.-■••«       'W  *  «M  •  •■•  *^  •■•••   • 

•  •••■  ••  •-<  •••  l^      M*«»M-     ••  •  •■■ 

•  ■       •  •  ■   •■•    ■       •••«•       l«M*«*    ««M        •    ••      ■      ••••%r9M        '      #      •       • 

•  •!••       •••  «  ••  •  ••••••  0     ^^  9»       •   •*    H 

,.•%§       #tfV..    •   •  y  a   a  ••••■       !••«■••«••••      M»      V        ^lo»*       .« 
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la  même,  soit  qu'on  prenne  dx'  =d«,  en  fiiifant  va- 
rier Xy  ou  àx'  =dj^|  en  faisant  rarier  jr. 

ao.  Cela  posé,  si  l'on  fait 

{{ic+y)=L+Mj*+Ny^  +Pyy  +  etc., 

L,  Mf  N,  P,  etc.  g  étant  des  foncttons  inconnues  àe  Xf 
sans  jr,  et  «,  fi,  y,  etc.,  des  exposans  iadéterminds, 
il  est  d'abord  évident  qu'aucun  de  oes  exposans  ne 

peut  être  négatif;  car  un  terme  de  la  forme  My* 
ou  —y  par  exemple,  devenant  infini  lorsque  y  z=:o, 

rendrait  infini  le  second  membre  de  l'équation  ci-éessus, 
tandis  que  le  premier  se  réduirait  à  f(x)  :  mais  si  les 
exposans  sont  tous  positifs,  on  aura  alors   L'=î(x)» 

Formant  ensuite  le  coefficient  différentiel  du  développe- 
ment de^x+y),  en  prenant  d'abord  x  pour  variable , 
on  trouTera 

àL      àM   ^  ,  AN  n      àP  '     ^     ^ 

di  +  li-^'  +3I^^'  +  dJ>'  +  ^^^*' 

puis  prenant  y  pour  variable ,  au  lieu  de  x ,  on  obtien- 
dra le  résultat 

aMy^"  «  +/8JV/-'  +yPy>-  '  +  etc., 

qui  devra  être  identique  avec  le  précédent,  quel  que  soit 
^,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  queles  exposans  des  puis- 
sances de  y  et  leurs  oœfficiens  ne  soient  les  mêmes  dans 
Pun  et  dans  l'autre.  Or,  si  les  exposans  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur  dans  le  premier,  ils  le  seront  aussi 

dans  le  second  :  il  faudra  donc  qu'on  ait 

• 

«  —  i=o,     ^— 1  =  4,     >  — i-/3,elc. , 
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d'où 

«  =  i,  0==a,  >=•,  etc.-, 

et  la  comparaiion  des  ooefBciens  donnera  les  équations  ' 
«^-di      V-iÉH     p-l^  etc 

desquelles,  en  faisant 

on  tirera 

•-  »^_i_^dM    ^        1   dVi    _  I     d^M      . 

'  id*  i.adjr*  1*2. od*' 

d«  I        d«*i.a        dâp^  1 .2.3 

TeHe  est  la  formule  appelée  théorème  àe   Taylor, 
do  nom  da  géomètre  anglais  qui  Fa*  décoarerte  (*)• 

« 

2t.  Ce  théorème  donne  tout  de  suite  le  développe- 
ment de  (x+yY'j  car,  dam  ce  cas. 


>  % 


1*=»»,    ^=7Mr— S    -— =  /j(/i— i)x"  •,  etc., 
d^oà  l'on  conclut 


(*)  La  dëmonitration.'ci-deifni  reVient  poar  le  fond  à  celle  que 
Lagraii(;e  a  donnée  dani  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin^ 
année  1779,  page  1871»  et  dipnis,  dana  .la  Théorie  des  Fonc- 
tions analytiques  ;  mais  Tempbi  dep  fignct  difl^rentîela  l'abrège 
êi  la  simplifie  beuncoop. 

Le  thëoFème  de  Taylor  e'unt  deTeno  la  base  des  applications  du 
Cakol  difltfrenitel ,  on  en  a  donné  beanoonp  dedâaonstrations;  f  en 
ai  rapporté  plnsienrsdaosmon  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégnil ,  in-4*  :  voyez  la  a*  édition  ,  tome  L^  pages  160  et 
377;  tome  ni,  pages  60,  3g6et  Sgr)  note. 
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n 


,    n(n — i)(n  —  a)    .  ,  .   , 
+  -^ ^-^5 '  *""y  +  etc. 

I  •  2  •  O 

Les  règles  de  la  diScrentiatîon  ayaot  été  établies 
ci-dessus ,  sans  supposer  le  déreloppement  de  la  puissance 
n  du  bioome,  oo  doijt  le  r^arder  maintenant  comme 
prouvé  pour  tous  les  cas  où  l'«&posant  n  est  enlier  ou 
fractionnairei  positif  ou  négatif. 

En  mettant,  par  exemple,  les  expressions 


i/a*+*» 


o+^y 


• 


sous  la  forme 


a  +  4F 


■■-(■+r 


on  en  obtient  le  déreloppemeiit ,  suivant  le  procédé  in- 
diqué dans  le  n?  i44  desElémens  d' Algèbre;  mais  alors 
la  formule  ne  se  terminant  plus,  on  tombe  sur  une  série 
infinie ,  comme  celle  qu'on  a  fait  remarquer  dans  le 
n*  2S6  de  FouTrage  cité. 

aa.  Si  l*on  fait  *  =  o,  et  qu'on  désigne  par  U,  U* ^ 
U^,  IT^  etc., les  valeurs  particulières  que  prennent 

au     d*M     à^u 

""'Tx'  d?'  di^'  ^^^" 


•  rt      •  •«•«^ 


•  '•• 


I*» 


#  •  •     t»  4  •  '     J 


f  .   I 


•  ••iti 


•   •  ••••  m^%  yMv» 


W    4«< 


««•>••  t 


i*«    «M   I   #:    ««•««M    ^« 


-     -    ••  • 


^•«'l  •••*'         .•. 


*•• 


•    —    • 


W  f 


—  ■     • 


•       • 


»■   • 


•    •♦'—•" 


*  • 


•  *♦•     •     .-         • 


•       % 


f  .«.««    •     1^ 


I  .< 


I«       •••••ta^M        •••  |i< 


.v- 


m3      %• 


«t>  «•      !••  • 


f**  •>»•• 


Ib. 


#    -    #. 
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23.  Le  tljéorème  de  Taylor  donne  auui  le  dévelop- 
pement  du  second  état  d'une  fonction  quelconque 
u  =  {{x),  lorsque  x  devient  x  +  hj  puisqu'en  chan- 
geant y  eu  h,  on  a  f(x+,h)y  on 


.  duh   ,  d*i*  *•    .  d'u     h^ 


d«  I       djf*  i.a      d**  i.a.3 


+  etc. 


Il  suit  de  ]k  qne  les  diyen  coefficiens  différenUeb 
ont  encore  la  propriété  rem^tq^Able  de  former,  lors- 
qu'on les  dÎYÎse  respectifcment  par  les  produits 


1.9 


1*2. 3,     etc  I 


les  multiplicateurs  des  puissances  d«  Paccroissement  h , 
dans  le  déreloppement  complet  de  la  différence 


"-''=d;7+3G?r:î*d?TX3+^"-^>- 


ncs  j  fti  Ton  passe  aux  coefficient  diffcrcn4*çU 

^  s=  2?  4-  !àCx  -f  3Djr«  -f.  4fo>  -h  etc.  , 


d*tt 
rLr 
d>u 
djt» 


j^=  i.aC  +ti.3/>x-f3.4£jr«-^  eic.  , 

I  ,a.3/>  -f  3i.3.4£:jr4-  «te. , 


et  qn^on  j  fasse  xsso,  ainsi  qne  dans  u,  en  d«fsignant  par  17, 
r/',  C^y  È'*,  etc.  les  valeurs  qne  prennent  alors  celte  fonction  et  set 
coefBcieni  diffi^rcntiels ,  sons  leur  forme  non  développée ,  on  aora 

^=17,  jBsir',  c=^cr,  ^=f:^^,  «c., 

et  par  conséqacnt 

1  /  i.a  1.2.3 

(♦)  On  voit  dans  cette  expression  deux  signes  difiê'rens,  savoir, 
dx  et  h,  qui  rtprëstnttat  des  accroissaBcns  de  x  ;   qiais  il  faat 


4    #«4«'l    « 


C«   4to« 


*     -  «i^f    ••#••*  «i^ipi    i    «i*     l«        A» 


•«■ 


•  *l 


Ar     U     À.00^^m^»^9êm     Â0^ 


•^  •    •  « 


«I    4    • 


•»•«< 


•■  *«.*•■ 


ta      l««M-    ••••• 


wm     *■     ->  ■•«     '^c»    >•••• 


»•    •*- 


/« 
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«.X  ^(,+j)a,=, +ËÎA+^1II1)  J 


1.2 


I  .  2.3 


puis 
a*'  — I 


_^h      àx  —  i  ^.   ,   (dAT— i)(d*  — 2) 

ix  I  1.2  "^ 


1.2.3 


b^ 


+  etc.  -, 


et  si  l'on  fait  dj?  =  o ,  dans  le  second  membre  de 
cette  équation  ,  il  restera ,  pour  la  limite , 

/h       b*    .9         ^    \ 
(7-2  +  3-^*";'* 

remettant  pour  b  sa  valeur  a —  i,  il  en  résultera  (5) 

^•«'^a-r5i=^'-^-^ilV^^=i^-etc  V 
.—.-.a   ^-^.  ^      +-^  etc.^, 

ainsi  9  en  prenant 

k— i i^+^"        ^  —etc., 

I  .  2        '         3 

on  aura  d.a*=i&a'dx.  Telle  est  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  proposée-,  et  l'on  trouvera  bien- 
tôt une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k, 

25.  Il  est  visible  que 

d* .  a'  =  ftdxd .  a*  =  h^a'àx^, 


à'. a* 


=  it»a»djf  "  j 


•#    •  •  .««in     «liAV-^t^»  ••« 


•    «••■4    •*•    ••     %'••• 


•  •• 


4  . 


>    éi 


«    •*  «1 


1^.         C  #        l-l  f*        #         •** 


ft  I 


«  « 


•  • 


•    «N* 


•  • 


!••«••       '    ' 


I»       'm 


~     •      ♦ 


t 


*•    4l«i«««    f«»' 


•1*0    #>• 


.   *  ♦l*  » 


■«V^M-    ••■• 


•     ••• 


'.- 


•  .■■V«      tt       • 


•f^mv 


■••»  •■•#•••»  ■ 


•• 


#'to   —    ••  •••       #    •—   . 


•  •»«• 


*/ 
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on  aura  donc  par  là 

d.fl*  ==  la'dx  =  p  a'dx  (♦). 

27.  Le  nombre  e  se  présente  souyent  dans  les  re- 
cherches analytiques  *,  on  le  prend  pour  base  d'un  sys- 
tërae  Ic^arithmique ,  que  j'ai  appelé  Népérietij  du  nom 
de  Néper,  inventeur  des  logarithmes ,  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  l'  (**)  :  on  a  alors  Ye^ii  ^ 
et  il  Tient 

à.a*=à'àxA'ay 
,.:=,+  A_V-^  +  -^  +  etc.     (.5). 

Si  l'on  faisait  a=ff,  il  viendrait  seulement 


{*)  Élégant  et  simple,  le  procède  suivi  ci-dessus  pour  parrenir  4 
ce  re'snUat,  et  employé'  par  Lagrangc,  a  paru  défectueux  à  quelques 
géomètres ,  à  cause  que  la  série  trouvée  d^abord  pour  A  (a{) ,  n'est 
convergente  que  quand  a  diffère  peu  de  l''unité.  Mais  outre  que  ce 
premier  développement  ne  sert  qu'à  obtenir  la  forme  de  b  diffé- 
rentielle cherchée ,  on  peut  toujours  partir  d'une  ciponemielle  dont 
la  base  soit  très  voisine  de  Tunité.  11  suffit  pour  cela  de  changer 


a 


«en    «•'"'=( V/â)""  =  a''. 


À 


Ym  donnant  à  m  une  valeur  suffisamment  grande,    V^    ^^    a' 
approchera  de  Funiié  aussi  près  qn^on  vondra ,  et  Ton  aura 

d.afc  =  d.a'*'=^a«'d*': 

le  ' 

niais  Itf'  =  — ,  dx'  =:  mdx  j  donc  d.a»  r=  —-  a'àx  ,     quel    que 
»(iit  a, 

m 

i^**)  Ces  logariilunes  étaient  connus  sous  les  noms  l'ort  impropres 
de  Icgarithmcs  naturels  on  hyperboliques. 


•  rt 


-•  -      • 


M 


•  •  I 


K    *  •••     ^'*'M*    •     f»*»**     %*.i"    /♦•    ••«*••••••    A 


•  •••••« 


%        t* 


•  #1 


•  •ta  • 


t  •    «>A< 


^  «    4i«a«-    •••    •  t>«^ 


•  •«  <  •  • 


t  •• 


•     •      p*  ■!•••*■ 


> 


•  • 


•       *       • 


m^*9t*     In**  ■    ••    •»ifi»»t»*    ^t*    •    • 


mm»'»  %•   «•••«•At» 


••    » 


#••«1  <•••••«■' »•••*     •  ^k»     ■-•i>*        II*  •      •■   •••• 


•  •••• 


•  •••^  *■•«•■       •••      •••^M***    «4  ■  ••         •  *  •«• 


•  '•      ••• 


-•    •    •  • 
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garde  X  comme  fonetion  de  if ,  oe  qui  répond  à  Téqua- 
tion  jp  =  p  ;  mais  atoi^  a  étant  la  base  du  sjslème  » 
la  =  iy  et  l'on  a  reniement 

du        a*        u' 
iVoii  il  résulte 

dJtt       lé  11         t    du 

•-r-î.=î=—       et      dlii  =  I# — . 
au        u  u 

Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  #  à  odui 
dont  la  bvLse  serait  a  {Àlgèbrw,  aSo) ,  en  désignant  œt 
systèmes  par  lés  caractéristiques  Y  et  1,  on  aurait 

lu  =U.ru', 

et  comme  l'on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  Népérien ,  on  appelle  module  le  nombre  !« , 
par  lequel  il  faut  multiplier  Tu»  pour  obtenir  le  loga- 
rithme correspondant  dans  un  autre  système  :  on  dit  en 
conséquence  que  la  différentielle  du  logaritJime ,  ou 
la  différtn£ielle  logaritfimique  ^  est  égale  au  produit  du 
module  j  par  la  différentielle  du  nombre  ^  dipisée  par  le 
nombre  même, 

*  29.  Si  l'on  voulait  passer  de  là  au  développement 
de  AT  en  u ,  ou  du  logarithme  suivant  les  puissances  du 
nombre^  on  trouverait  que  les  quantités 

âx       d'x 

''    37*'    d?'    ^'''•' 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de  u=  o,  et  l'on 
en  conclurait  que  le  logarithme  ne  saurait  se  développer 
dans  la  forme 

jf  =  ^  +  -8«4-Cu*-f  Du'  +  etc. 


Certanm  oe  qu'il  «t  focilede  reoonntiHre  àpna-i, 
tm  <AàerTant  qne  U  foncCïôa  x  derient  rnfioie  lonqiw 
11  =  o  {_--4lg.  aSi);  ce  i|a!  ne  rénUte  pas  de  la  série 
ci-de«ns,  qui  »e  rédnil  «tors  h  x=:^. 

H  n'en  Krait  pas  de  niAiM  n  Pou  changeait  m  an 
I  +  u }  car  on  anrah 

£.=  -'•(■+»)-■,  ^PiK. +  «)-■,  «Ci 

faisant  alors  u=,o  et  l«  =JU,  on  obtiendrait 
IC.+»)=iB{"-^"  + j-j  +  f-«c}  (•). 

(*)  On  inra  Mmiiqnf  ian«  dooK  qoe  réqaitioB  A  =  -pt  '■ 
a*  aS,  jaiaw  k  raxprrtiian  do  n°  sfi 

,    (.-.)     (.-,)■  _^  (.-■)-_!î--!)i^.„ 


falunt  a=:i  -(-u,  on  wtronveni  1«  d^i^pptmeal  obtM« 
moatre  qa'oa  poaiuï  icdiIk  cMIe  «tfcia  conToyiatc, 
«I  obmtinlqne  la  =:  ml  l/d,  d'ok 

p«ree  qnt  V/â  —  t  déctoli  plni  Mpidonaoi  tfat  m  n'angumic.  Il 
tait  de  1k  qu'en  pnniBi  M  trèi  grand,  on  aiXi;  de  ph»  en  [>1a> 
.  CMclemeni , 


4» 


trait!   ^iMXNTAIR£ 


dtt      dttd*     „  ,   j         ds 
on  aura  (9)  g;^  =  ;g]^  Jp'  T  '  P*''*^"® 

—-  =  -  (20)  ;  mais 


djpV/a*+jr*  — 


x^àx 


ds  = 


i/a*+^_     «•dâP 


a»+** 


'dx 


(«'+*•)' 


on  fera 


donc  dig=  ■;  ^  , — -T. 
.  ce  qui  donnera 


dj>rr= 


mais  on  a 
àx 


nS/i+x     W 
zàx 


dir=: 


J^àx 

d'oîi  Von  lire 

dy       da sdy  j^djc 
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et  en  obserrant  qae    y*  +M.'=^^t      y 
on  trouTcra  enfin    d»  =  - 


5'.«=lî 


Cet  exmnple  est  remarquable  par  les  rMactions 

qi^éprouve  la  difierentielle,  et  par  <a  timplicitd,  en 
égard  k  la  fonction  dont  elle  dérWe  ;  il  sera  f»ûle 
maintenant  d'effectuer  le  calcul  des  exemples  suivans, 
dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats. 

fvï__.,  

6^  Si  l'on  arait  u=(lx)',  en  faisant  Lc=s,  on 
trouTerait 

u  ^  a,',  du  =  ns'~''ds  ; 

et  remettant  au  lieu  de  s  et  de  ds,  leurs  valeurs,  il 
Tiendrait 

d.0,)-=„0:.)-^. 

7°.  Soit  enfin  u  =  I.l*,  c^est-à-dîre ,  le  logarithme 
du  Ic^arithme  de  «-,  posant,  comDM'ci-dessns,  |j;  =  s, 
on  aura  d'abord 

«=u,    d„=i",    d.=d.i.=i, 

d'ob  l'on  d^uira  ensnite  du:=-p. 

32.  La  considération  des  logarithmes  facilite   beau- 
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coup  la  dîfférentîatîoa  des  formules  exponentielles  » 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

i^.  Soit  y  par  exemple ,  u  =  s'^,  s  et  ^  étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x;  en  prenant  le  logarithme  de 
chaque  membre ,  on  aura  \u  =  y\x,  et  différentianteii*' 
suite,  on  obtiendra 


\u 


—  =  dy\z  +  yàAz  (i i ,  28),  ou 

et  de  là 
du  =  u  (dyU+y  -~  J  ,       d . «r=i «r  fàyh  +y  ^Y 

2**.  Soittt  =  a**;  on  fera  b*t=y^  et  Ton  aura 
u'=iay  ,  di^  =  a^d^la    (27)  ; 

mais  d^  =  d .  i'  =  b'àxXb  :  donc 

au  =  a^'b'dxXalb. 


ii  =  tLy,       âu  =  zy  fàylz  +^—\ , 


3®*  Soit  u  =  z*\  z,  /et  8f  étant  des  fonctions  de  x, 
on  fera  ^= j^j  il  viendra 

ydi 
lyiz  -r 

et  par  conséquent 

du  =  z''t'  idaUz  ^ 1 y 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d'une  fonction  exponentielle  quelconque. 


■       33.  Les  sinus ,  les  cosinus ,  les  tangentes  et  les  autres 
lignes  trigonométriques,  considérées  par  rapporta  l'arc 

'  .  «le  cercle  dont  elles  dépendent ,  sont  aussi  dos  fonctions 

'.'.itranscendantesj  on   les  nomme  assez    ordinairement 

:   Jimetiona  circulaires. 

Cherchons  d'abord  la  diETérenticlles  de  sin  x;   pour 
cela  considérons  les  équations 

'      .    ,     ,    ,,       sinacosi  +  sinA  cosa 
sinCfl  +  ô)  =r jr : , 


■(.Trig.ii), 


et  retranchons  la  seconde  de  la  première,  pour  obtenir 

.                    2sinicosfl 
«in(o  +  b)  —  sin(a—  *)  = ^ , 

au  moyen  de  quoi  nous  trouTerons 

.    ,    ,  ,  .      .          asinjdjcosÇj-t-T^y) 
sin(ar-t-d*) — iinx:= „  ■  , 

en  faisant 

a-i-  ù^x  +  àx  et  a~b  =  x. 

Prenant  ensuite  le  rapport  des  accroissemena  de  x  et 
de  sinx,  nous  aurons 

sin(*+dx)  ■— sînj 2sin  îdj;cos(f +  Èdx) 

àx     '        ~  mi 

sInîdA:  cosCj+îdar) 

"    {àx''  B  ' 

en  divisant  par  a  le  uumérateur  et  le  dénominateur  du 
second  membre.  Pour  passer  à  lalimite,  il  faut  chercher 
ce  que  deviennent  les  deux  facteurs  lorsque  l'accroisse- 
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ment  dx  s'éyanouit  (8) ,  ciroonstanoe  qui  réduit  d'abord 

le  second  facteur  k  — ^^  • 

Ji 

Quant  au  premier^  -7-^ — ,  sàlîmiteest  Punité  ;  car  de 

Bmna         ,,,  .    sina        00s a 

tang  a  = ,  on  déduit =  —5-  ;  et  puisque 

"  ces  a  tanga         A    '       ^      ^ 

cos  a-=  Ry  lorsque  a  =  o ,  le  rapport  entre  le  sinus 

et  la  tangente  a  donc  l'unité  pour  limite,  quand  Parc 

s'éranouit  :  or^  l'arc  étant  moindre  que  la  tangente ,  et 

• 

plus  grand  que  le  sinus  y  le  rapport  -^^  sera  toujours 

sîn  a    ^        ^  X         *         . 

compris  entre et  i ,  et  aura  par  conséquent  aussi 

I  pour  limite. 
On  aura  donc,  en  vertu  de  ces  remarques, 

A .  sin  X       cos  X  ,     .  àx  cos  x 

-3^  =  -g-,ou   d.8.n*  =  --g— . 

34*  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s^on  dé- 
duisent sans  peine  ;  car 

I®.  cosjc  =  sin(i'— «),  d.cosjc  =  d.sin(i*— jf)  ; 
raaîs ,  par  ce  qui  précède , 

d.sîn  (i* — x)  =-^d(i* — jp)  cos(i* — x) 

=  — ^djf  C08(l^— *), 

et  cos(i^— jt)  rssinap  :  donc 

,  ix  sin  X 

o .  cos  jp  = = —  ; 

ti 

2®.  sin.versex  :=/{— -  cos:r  :  donc 

j     .  ,  dji;sin.v 

(1.  sm.yerse  «  =s  —  d .  cos  .v  =  — 5 —  *, 
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3..U„g.=    ^,  , 

d.taog* 

^oosid.sl 

D«— itstnxd. 

'""*ftj\ 

— 

cos*' 

Via; 

' 

(cos»«  +  . 

m**)d*_ 

COS.* 

mais  cosx* 

+  siii  «'=:£■:  donc 

d.UBg 

_^d^ 

4".  cot* 

_    ^ 

d.c»l*=- 

iPd.ta^* 

Riàx 

_      fl*d* 

tangï'cos*' 

'~      Sin*»' 

en  metUnt 
S".  3éc:> 

pour  Ungx  m  valeur; 
coax' 

d.»éc*  =  . 

flM.cosi 

Rdxàax       à» 
cos*» 

,u^._ 

Riinx       . 

et     -5^  =  séc^i 

COI* 

6S  coste 

■    /!■ 

O.o,^. 

H'd-.ÎM 

■in*- 

Rdxcou 
MU*'  ~ 

dxcoticosécx 

«■ 

DaDsI'uMgeordinaire  on  faille  rajonJl^i,  ce  qu! 
slmpnfie  les  formules  ci-dessus,  et  donne 

d.smx:=dxcosx,    d.cosjT=-^d*sinx, 
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35.  Avec  ces  formules,  on  peut  trouver  la  dîffiSren* 
tîelle  de  toute  expression  renfermant  des  sinus ,  co- 
sinus, Ungebtes,  etc.;  il  faudra  pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culiëres ,  et  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci  -dessus  :  je  n'en  donnerai  qu'un  seul  exemple  , 
savoir,  i*  =  oo8  jc**"'.  On  fera 

cosf==i;y         sînjp  =  j'-, 

on  aura  w  =  «^  et 

âu  =  â.M-  =  zy(âyU+  ^)  (32) 

_            .     >          ,          .       sîn  jc*\ 
=  djf  cosjc^^'lcosjcl.cosar— )• 

\  C05JC/ 

36.  Après  avoir  traité  les  sinus ,  cosinus ,  etc. ,  comme 
des  fonctions  de  l'arc,  il  convient  de  regarder  l'arc 
successivement  comme  une  fonction  de  son  sinus ,  de  son 
cosinus ,  etc. ,  et  d'en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela ,  soit  x  la  fonc- 
tion proposée,   et    u  la  variable  dont  celte  fonction 

dépend  ;  i".  à  cause  de  sin  «  =  m  et  cos  *  =  \/R* —  ii* , 

„,       ..      j    .           djfcos*    j         j        àx^R* — M* 
1  équation  a .  sm  jt  =  — = — ,  donne  au  .r=i ^^ , 

et  par  conséquent  rq)d a* = — :  telle  est  la  valeur 

de  la  différentielle  de  l'arc  exprimée  par  le  sinus  et  par 
sa  différentielle. 

2°.  Si  l'on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l'arc 
par  son  cosinus ,  il  faudrait  partir  de  l'équation 

j  àx  sin  X 

d .  cos  ar  =  ^  — ^ — , 

MX 


••    ••«#««     ■■  «■»»<»•■<> 


•  ■ 


f%    4«*«a»*»'*       -iM  •   «• 


i 


••        •  # 


«••  ••  ••• 


#        'A  IMAi  ^«^  W    « 


I       ^ 

•       •  t  « 


•  »     * 


h..  . 
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mais 

et 
donc 
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d«= —  , 


^  adu 


~    37.  On  peut,  par  le  moyen  des  expressions  diflK* 
rentîelles  obtenues  précédemment  >  former  les  déyelop» 
pemens  des  principales  fonctions  circulaires, 
i^.  Pour  sinor,  on  a 

au  d*«  d^M 

g-=cos*,    --  =  -8in*,    ^,  =  _cos*, 

d^M 

-;--  =  sin  X .  etc.  : 

faisant  «=  o,  il  Tiendra^  par  le  n*  22 ,   17=^  o ,  et 

Z7  =  i,     J7*=:o,     t;*=— 1,     V'^o,    etc., 
d'où  Ton  conclura 


I       1.2.3       I .2.3.4*5 


^  elc. 


2°.  On  trouvera  pour  cos  x 


au 


d*u 


à'u 


-r- =  — smaf,     -^1=  — cosx,     -=-r  ;=  sm  « 


dx 

d^ 


dx 
z=zco$Xf    etc.; 


dx^ 


faisant  x  =  o,  il  en  résultera  U-=i ,  et 

ï7'=o,     1/"  =  —  !,     ï7*=o,     l/^^z^i,    etc., 

ce  qui  donnera 


C0S4f  =  I f- 


—  elc. 


1.2       1.2.3.4 
Ces  deux  formules,  dont  la ' loi  est  très  évidente  et 
très  simple ,  offrent  une  des  nicihiNles  les  plus  exactes 
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et  1m  plus  espédiU*es  ponr  calculer  le  sinus  et  le  cotî- 
niu  correspondauï  i  un  arc donné^,  surtout  lonqne  cet 
«rc  n'est  pas  très  grand.  Oa  en  trouTera  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  antres  ligues  trigonométriques  ; 
maïs  la  loi  de  ces  deraiferei  formules  n'est  pai  aussi 
simple  qneceHea  des  précédentes,  et  elles  sontbeau- 
'  coup  moins  commodes  dans  l'application  que  les  rela- 
tions qui  donnent  la  tangcote,  la  sécante,  etc.,  par  le 
moyen  du  sinus  et  du  cosinus;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y 
arrêterai  pas;  mais  je  ferai  remarquer  que  les  pre- 
mibres,  finissant  toujourspar  dcTenir  convergentes  (37), 
s'étendent  aux  arcs  surpassant  même  la  circonférence. 

38.  On  pourrait  former  de  même  le  déTeloppement 
de  l'arc,  aoitpar  le  sinus,  soit  par  la  tangente;  maisdans 
ce  cas ,  l'expression  des  coefficiens  différentiels ,  se  com- 
pliquant à  mesure  que  leur  ordre  Relève,  laisserait 
difBcilement  apCTCeroir  la  loi  qu'ils  suivent,  incouTé- 
nient  que  n'a  pas  le  procédé  ci-dessous. 

Xjb  coefficient  diSéreutîel  de  l'arc  considéré  comnw 
fonction  du  sinus ,  étant 

on  peut  le  développer  en  série  par  la  formule  du  bi- 
nôme (21)  ;  et  en  ne  faisant  aucune  réduction  aux  coeffi- 
ciens  nnm^iques ,  ou  tronve 

3j-i,+  -«'  +  ^»»  +  ^g«'>  +  et^ 

Ce  développement,  ne  contenant  que  des  pnissanoea 
paires  de  u,  montre  que  celui  de  x  n'en  doit  contenir 
que  d'impaires ,  et  qu'il  &ut  poser  an  conséquence 
x  =  Au  +  Bt^  +  C»^  +  Du'  +  etc. , 
Cale.  diff.  4 
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saus  terme  indépendant  de  a  ^  afin  que  l'arc  jr  s'éra* 
nouisse  quand  u  =  o  :  cela  fait|  en  différentîant^  on  ob 
tient 

du 
rt  comparant  à  la  première  série,  on  trouve 

d'où 

u  .  I  II*  ,  1.3  u'  ,  1.3.5  m'   . 

Gomme  on  ne  peut  pas  prendre  u'^i ,  on  Toit  que 
la  série  ci-dessus  ne  saurait  donner  pour  x  une  Ta- 
leur  plus  grande  que  le  quart  de  la  circonférence; 
cette  expression  de  l'arc  par  son  sinus  est  donc  moins 
générale  que  celles  du  sinus  et  du  cosinus  par  l'arc. 

Pour  exprimer  l'arc  par  la  tangente,  41  faut  dévelop- 
per d'abord 

T^  =  —7—.  =  ("  +  "')"■'  (36) , 
ce  qui  donne 

-7-  =  I  —  M*  +  ***  —  «*^  +  etc.  ; 

et  posant 

*=  j^u  +  Bu^  +  Cu^  +  Du' +  eic, , 

d'oji  n  résulte 

dx 

j^  =  ^  +  3Bu'  +  5Cui  +  72>w«  +  etc. , 


DE  CUXrrL  DIFFiBEHTISt- 

il  tient 


Ce  dernier  développement  donne  une  expression  re- 
marquable de  l'arc  o*^ ,  dont  la  tangente  est,  comme 
l'on  sait,  égale  à  i;  en  eDét ,  si  l'on  suppose  u=  i , 
il  lient 

o»,5  =  1  —  ^  +  ^  —  y  4-  ^  —  etc. 

Cette  série  est  trop  peu  conTergente  pour  être  em> 
plojée  ;  mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
parties,  dont  chacune,  ayant  une  tangente  plus  petite  que 
l'unité,  sera  exprimée  par  une  série  très  convergente.  Le 
géomètre  an  glaia  Machin  a  trouTéqne  l'arc  de  0^,5  estégal 
i  quatre  fois  celui  qui  a  pour  tangente  j,  moins  l'arc 
dont  la  tangente  est  jfj,  qe  dont  il  est  aisé  de  Ras- 
surer en  obserrant  que  si  tanga=s:| ,  il  en  résolte 
(  Trig.  37-) 

°  I — tanga*       la' 

,  2tang2a  lao 

"  i_(tang2a)'       iig 

Le  dernier  nombre,  nu  pea  plut  fort  que  raaité,  tan- 
gente de  o«^ ,  montre  que  4<i>  o^i^  :  faisant  donc 

fyt=iA,  01^  =  3, 

on  B,  par  la  différence  ^—oi,5  ou  A—B, 

et  posant  A  ^  B  =.b  ,  il  vient  of  ^  ^^fyi  —  b. 
Or,  en  prenant  successirement  u^s,  u:=  -sr*  on 

4.. 
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trouTe  1m    Talciirs  de  a  et  de  b,  et  ensuite 

d'où  l'on  déduira  promptement  que  la  demi-cireou'» 
fcrence  =  3 , 1 4 1  Sq^GSS. 

De  la  differentiation  des  fonctions  de  deux  ou 
dun  plus  grand  nombre  de  variables. 

39.  Soit  i{xj  y)  une  fonction  quelconque  de  «  et 
de  y'j  en  supposant  d'abord  que  la  variable  x  change 
aejale  et  devienne  «  +  A ,  il  faudra  regarder  y  comme 
une  constante  y  et  traiter  la  fonction  proposée  de  même 
qu'une  fonction  de  x  seule  :  on  aura  donc  par  le  théorème 
du  n®  28 y  en  faisant  pour  abr^er  £(4;,  y)=.Uf 

^    *    '•''        '  d«i^  d**i.a      djr  1.2. 3   ' 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée  » 
lorsque  j^seul  prend  un  accroissement  k,  on  regarde»" 
rait  X  comme  une  constante^  et  £(x,  y),  ou  u ^  comme 
une  fonction  de  y  seul;  par  là  on  aurait 

.  àuk  ,  d»u  Ir»    ^d^u     P       , 

H*i  J'+*)=ï*+ j r-n  —  +  j"ï ô  +  etc. 

V  *^  •    '         '  dy  I  '   dj'' 1.2  *  dy  1.2.3 

Dans  le  cas  où  les  quantités  x  et  y  varient  en  même 
temps  et  deviennent  X'^h  et  y-^kf  comme  on  n'a 
assigné  aucune  forme  particulière  à  la  fonction  £(x,y)  , 
il  n'est  pas  possible  d'y  faire  à  la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  par- 
viendra au  même  rânltat  en  changeant  d'abord  x  en 
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»f 


•• 


«•I 
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\dx)__    à^u 


de  même      ,  >     P"*  g-q^>  et  en  général,  il  faat  en* 
tendre  par,     ,^-9  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre 

n,  relatif  i  la  fonction  t—,  en  n*y  supposant  que  jf 

▼ariable»  tandis  que.  cette  fonction  est  elle-même  le 
coefficient  différentiel  de  l'ordre  7?»  de  la  fonction  pro- 
posée, en  n'y  supposant  que  x  mariable. 
GeIapo8é,Ia  substitution  de  y+i  aulieude  j<  changent 

du      du         à^u  k        d^tt     ifr»    ,     d^M   _t^    , 
dx'^dï-*-ï^ï+^d;nï"*"^d*i.a.3"^  ™^'' 

—     É!îf  j.  i!îL  ^a._i^  iLa. -i!'L  J^  4-  etc 
dx»^  d**"'"dyd*»  i'*'dyd*»  i.2'*"«b^dx»  I  .a. 3  "^        " ' 

d^j*      d^w       d<i^   k,     i^u     if,     d«u      P 

dx^  ^'^  d?+d^di?  7+d^*ïG?  t:^"*"^^^ 

etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  déreloppement 
de  f(jc+^^  ^),  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 
les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  h  et  de  it  fbnt 
une  même  somme,  soient  placés  dans  une  même 
lonne,   il  Tiendra 

'  dj'  1         dj^'i.a       dy  1.2.3 

d^^       J^^/j         d^/^    ^  ^  l^rtcl 
d*i  "*"  dj^d* 1 7       dy dr  1 . 2 1   '^*' 
d»u  A*         d^tt   k  A» 

"^  d**7:;"*'d;377r^"*"^^ 

+  ^7X3+^^ 

+etc 
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■"+ST+  d?7:5+  d?7X3 +****• 

d«*      dV»^AA       d'u    A**, 
'*'dy7''"d«JyiT'*"S%7:^7"*'"^| 
.  d»i«  *»        dV  A  *•     ,  _^ 

d*u    iS 


+  ÎP7X3+*^ 


Il  eit  érident  que  oe  leooiid  déretoppement  doit  être 
identique  arec  le  premier;  car  il  ert  indifférent  de  diaiH 
ger  d*abord  xen  x+h  et  ensuite  y  en  y^it  oa  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inferte» 
puisque  d'une  manière  ou  de  Vautre  on  obtient  égsde- 
ment  ^x+h,  y  +  i)* 

Si  Fon  compare ,  dans  ces  deux  déreloppemens ,  ki 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  A  el 
de  i(^  on  trouTera  cette  suite  d'équations, 


d*u 
d^d« 
d'» 

d'w 

d*dy' 

d'u 

dyd«* 
d'il 

d»«4y' 
d»« 

dyd*"~ 

àxdy*' 

d»+"» 

d*"**tt 

dy«d*^~ 

d*»dj^  ' 

etc. 


etc. 


Il  résulte  de  la  première,  que  lé  coefficient  diffi\ 
Hêl  du  second  ordre  d'une  Jonction  de  deux  variables  ^ 
prié  en  diffireniiant  par  rapport  à  fune  d'eues  et 


•«   ••»■«    M** 


|«i^| 


«A.  .-,•,'•'«► 


f^ 

««/•i  / 


•A  • 


4* 


i. 


•f  •    ■        •• 


#»♦•« 


t.     /■» 

t    «^  MM 
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It  sait  de  Ik  que  la  cUffirtntielU  totale  d'une  fonction  de 

deux  Tariables  renferme  deux  parties  ^  savoir  :  -p  dor, 

ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  va- 

riable,  et  j-  dj^  i  ou  la  différentielle  prise  en  regardant 

y  comme  seule  rariaUe. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  Ta- 
riables, les  règles  données  (  lo  et  ^iv.)  pour  la  diffé- 
rentiation  de  celles  qui  dépendent  d'une  seule  i  et  pour 
cela  on  diffirenHera  la  Jonction  propoêiêj  <f  abord  par 
rapport  à  Vune  des  variabUê,  et  emuite par  rapporta 
l^autre;  la  somme  dêa  deux  réêuUata  sera  la  diffirenr 
tielle  totale  cherchée, 

4^.  Je  ne  crob  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d'exjemples  relatifs  à  la  différentiation  des 
fonctions  de  deux  Tariables,  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  qu'une;  je  me 
bornerai  donc  aux  suirans* 

On  voit  sur4e-champ ,  d'après  la  règle  ci-dessus , 
que 

d(*  +  ^)  =  djF  +  djf, 

à.xy=yàx+xiyi 
-  *      d*       xAy yAx — xAy 

jr      y        y""  >'* 

Soit  encore  !••  u^=z9if^y*\  on  a 

di*  -  _   ,- 

^ày  =  ns^y^'ày  ; 

donc 
du=mx^''^y*ix+nxl^y*^iy=:^^y^X^^'+^^r)  î 
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fondre  alors  v-dx  ayec  du,  comme  on  pourrait  lu 
faire  si  u  ne  renfermait  qae  la  seule  yariable  x ,  paroe 
qu'ici  le  Au  de  l'expression  j- ,  ne  désigne  pas  la  dif- 
férentielle totale  de  la  fonction  u,  mais  seulement  la 
partie  que  produit  la  variation  de  »  (40)  et  comme  c'est 
le  diyiseur  dx  qui  marque  cette  restriction  (89) ,  il  faut 

leconsenrerpourdistinguer^dx,  delà  différentieUe 
totale  représentée  simplement  par  du  :  il  en  est  de  même 
^«  ^  ^y*  P""  'apport  k  y  (4i). 

T  *  «.«xl       du       dzi  d"*^*!! 

Les  quantités  ^,  g-, ...  ___,  K>nt appelée»  sou- 

vent  diffirenceê  partielUa  ;  mais  ce  langage  n'est  pas 
exact  ;  car  les  formules  qu'on  désigne  ainsi  n'expriment 
point  la  différence  entre  deux  quantités. 
Les  Traies  diffirenceu  partieUês  de  u  sont  d'abord 

f(«+A,^)  — f(x,^), 

la  première  étant  prise  en  n'ajant  égard  qu'au  chan- 
gement de  jr,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de  y.  Les  expressions 

iu  .        au  ^  du  ,  du  , 

qui  ne  sont  que  les  premiers  termes  des  déyeloppemens 
de  ces  différences  ^  doivent  être  nommées  différentUlUa 

partielles  (5);  g- ,  —,  resteront  toujours  les  cœfficiens 
diffirentieîe  du  premier  ordre  de  la  jfonttion  protposée. 
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Si  Ton  diiférentie  les  coeffîciens  difFérentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent^  il  Tiendra 

j    d*M  A^u    j     ,       à^u       - 

,    d*M    jdPz*     , à^u      - 

dxdj'       dx'dj'  dj'djfdj'    *^^ 

.    d*w  d^i^    j      ,       d'w      , 

«*  d?  =ibd?*^*'*'  d?  ''^' 

et  par  conséquent, 

On  continuera  facilement  cette  formation ,  et  l'on  re- 
marquera sans  doute  l'analogie  des  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

Il  faut  obseryer  que,  d'après  la  notation  précé- 
dente, la  série  du  n°  ^i  rentre  dans  celle  du  n^  23  , 
lorsqu'on  substitue  àx  k  h,  et  iy  k  t  ;  en  sorte  que 
si  l'on  désigne  f(x  +  âx,  j'  +  d^),  par  u%  on  a  encore 

,                dtt       d*i*    ,      d^u 
u  —  M  = 1 1 5  -j-  etc. , 

I  1.2  1.2.3  ' 

formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n®  4'  ' 
puisque  les  accroissemens  àx  et  ày  sont  également 
arbitraires. 

45.  Il  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables^  et  de  s'as- 
surer que  si  l'on  a 

u  =  t{t,  X,  y,  z), 
il  en  résulte 

àa     .  Au        Au,   ^   au  .  .     . 

=d7*+di''+d?*  +  d7'+''*"' 
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46.  Les  résultats  du  Calcul  différentiel  deTant  t<m* 
jours  être  indépendans  des  accroissemens  des  yariables , 

le  rapport  r-du,  ne  saurait  avoir  un  sens  déterminé^ 

qu'autant  que  les  yariables  Xj  y^  Zj  sont ,  au  moins  im- 
plicitement^ des  fonctions  de  /;  et  alors  dzf  exprime  la 
différentielle  d'une  fonction  composée  d'un  nombre  quel- 
conque d'autres  fonctions  de  la  même  yariable.  En  effet» 
si  l'on  suppose  que  les  variables  x,  y,  s  dépendent  de  la 
variable  t,  et  que  l'on  substitue  aux  accroissemens  g , 
hf  kf  /,  des  expressions  de  la  forme 

d^,  pdij  qàtf  rài, 

l'ensemble  des  termes  qui  ne  contiendront  it  qu'à  la 
première  puissance ,  se  composera  des  termes  où  les 
accroissemens  gj  h,  k,  l,  ne  passent  pas  cette  puis- 
sance ,  et  ne  se  multiplient  pas  entre  eux  :  on  aura  donc 
encore 

,         du  ,    ,  dz^    .     .  dtt     ,^   ,  dzi    . 

ce  qui  revient  à 

,         dw  , ,  ,  dw  -     .    di4  j      I  du  j 

en  remplaçant  pdt^  qdif  rdt,  par  les  différentielles 
àxj  Ayy  Axj  que  ces  quantités  représentent. 

Ainsi  la  diffèrêntielîe  d^uae  fonction  renfermant  un 
non^^bre  quelconque  d^ autres  fonctiûne  d^une  seule  va" 
riable,  est  la  somme  des  différentielles  partielles  rela-- 
titres  à  chacune  de  ces  Jonctions. 

La  règle  du  n®  i  x  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cet 
ènoncéi  car  si  Ton  prend  u=txyM,  ildonnora 

du  =  xyMdt -i*  tygdx  +  txwày  +  txyix. 
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De  la  differentiation  des  équations  quelconques 

à  deux  variables. 

48.  Jusqu'ici  je  n'ai  différentîé  que  des  équations 
séparées  j  c'est-àr-dire  dans  lesquelles  la  yariable  se 
trouyait  seule  dans  un  membre ,  et  la  fonction  dans 
l'autre  ;  telles  sont  les  équations  de  la  forme  Y=X, 
y  étant  une  fonction  de  y  y  et  X  une  fonction  de  «^  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  l'on  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  |ms ainsi: 
la  Tariable  et  la  fonctioB  j  sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entre  elles. 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  {(x^y^-^io,  entre 
X  et  y,  son  effet  est  de  déterminer  x  par  y,  ou  y  par  *, 
en  sorte  que  Fune  de  ces  quantités  est  fonction  de  Vautre  ; 
et  si  Ton  change  x  en  *  +  /*,  et  y  en  y  +  k,  il  fani 
encore  que  l'on  ait 


kl  note  de  la  page  99;  car  si  l'on  aappofe 

11=  -rf+  Bx  -f  Cx-f-  />x*  -f-^ar^-f-jPy»  4-  etc., 

les  lettres^,  B,  C,  etc.,  désignant  des  quantite's  înde'pendantet 
çle  X  et  àey,  et  qa'on  différent»  cette  équation  par  rapport  à  a:  et 
par  rapport  à  y,  plasieara  fois  de  suite,  de  manière  à  former  les 
expressions  des  coefiiciens  dififerentiels 

du  du  d»»  d»tt  d*M 

Si'       ày'       dx«'       dïd^'       d/»'    *'*"•• 

on  anra ,  en  égalant  h  zéro  x  et  7* ,  après  les  dîIFérentiations , 

du       -,  ^"  _  •> 

la  Talenr  de  ^  te  tronvera  en  cherchant  celle  de  la  fonction  », 
lorsque  x  et  jr  sont  nuls. 


•{-etc. 
1*  représentant  f{x,  y). 
Cela  posé,  clierclier  le  coeSlcîent  différentiel  de  v,  tîeA 

i 

chercher  la  limite  dû  rupport  j^^ror/n  dans  l'é^iutian 

ci-dessus,  on  fait  t^rh,'ioaB  ses  termes  derienaent 
divisibles'  pà^  A;  et  lorsqu'on  poâe  Aaaite  /i  =  o  ,potir 
passer  à  la  limite  demandée,  il  aereste  plus  que 

oSi  •-  doif  jtré  remplacé'  par  »  Iinûfe  ^(5)  .•  o^  ^^' 
doDo- 

Aif   ,   dudr ,  d»,     ,   di*  , 

Le  dernier  résultat,  se  ùjnfbndant  avec  la  difiërentielle 
totale  de  la  fonction  u  (4i),  montre  que  pour  trouver 
le  coefficient  différentiel  dupremier  ordre  d'une  fono- 
tionji  donnée  par  una  équation  ù^o  entre  deuxva- 
riabUs  xet  jj  il  faut  dtfférentier  le  premier  membr»  de 
cette  équation  j  comme  ai  le»  variables  étaient  indJpen- 
dantta  l'unede  l'autre, égaler ennUte à séro &  riaùîiatt 
etprendre  la  valeitt dv -i^. 
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Cela  fait  y  si  l'on  obserre  que  la  valeur  de  —  que  je 

représenterai  par  p,  ne  contenant  que  x  et  ^>est,  en  vertu 
de  Tcquation  u  =  o ,  une  fonction  de  x  seul,  on  en  con- 
clura que  p  doit  changer  quand  on  fait  varier  x  y  et 
prendre  un  accroissement  que  je  désignerai  par  /;  mais 
alors  on  peut  regarder  le  premier  membre  de  l'équation 

di^    ,  du 

comme  une  fonction  de  x^  y  ^  Pi  ^alée  à  zéro,  qui 
doit  toujours  rester  nulle  ;  et  si  on  la  représente  par  uy 
on  aura,  par  la  formule  du  n^  4^, 

+  etc.  ) 

Or,  tous  les  termes  de  cette  expression  deviendront 
divisibles  par  h,  si  Ton  y  fait  t=:irh,  l  =  fh'y  et 
ceux  qui  ne  sont  pas  écrits,  contenant  les  quantités 
h,  k  et  t,  à  des  puissances  plus  élevées  que  la  pre- 
mière, s'évanouiront  lorsqu'on  fera  A  =  o,  pour 
passer  à  la  limite  où  l'on  doit  remplacer 


^y    M. 
par  £  et  , 


par 


il  ne  restera  donc  que 

di*'   ,  du'  dy   ,  au'  dp 

dx       dj^  d«        dp  dx 

ce  qui  revient  & 

du   -     ,    di*'  ,      ,   du    , 

■ïi  ^ + ÂZ  ^y  +  â;:  «^ 


dy 


dp 


s=  o 
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et  K  Gonfood  avec  la  diSércptielle.  totale  de  la  fonction 
u'  :  ainri  ,  pourformfr  f  équation  qui  exprime  la  rtla- 
thn  tntr*  U  cotfficUnt  diffirtn^l  da  pnmUr  ordr»  et 
eelm  duiecortd^  iljaut  diffinnlUr  fiquatioa  qui  d4- 
Urmim  U  premier  de  cet  coefficienaj  en  le  regardant 
lui-même  comme  une  nowtUe  variable  j  puii  diviser  le 
résultat  par  d\. 

Faisant  ensuite  ■£-^=q,  l'équation  qa'on  vient  f  ob- 
tenir pourra  £tre  contid&fe  comme  une  fonction  u  de 
'(  y^  P  ^  ^1  égalée  a  séro,  et  donnera  nne  éqnatioo 
éqnÏTalente  à  di/  =  o  ,  qui  déterminera  le  coefficient 
diSërentiel  r  de  la  fonction  9,  c'etf-à-dire  le  coefficient 
diSérentiel  du  3'  ordre  de  y,  par  les  précédens. 

On  voit  par  1^  que  le»  Jyuatione  qui  expriment  U§ 
relation»  de»  coefficiene  différencie  d^tme  fonction 
donnée  par  une  équation  entre  deux  variable» ,  se  dé- 
duisent le»  unes  de»  autre» ,  par  des  diffirentiation* 
successives  j  en  traitant  chacun  de  ces  coeffiàenseomme 
ufte  nouvelle  variable, 

49-  L'exemple  aniTant  éclaircira  tout  ce  qui  précède. 

Soit  l'éqnation 

y* — aBwj'  +  «»  —  a*=so; 
la  fonction   u    est   ici  ^•— 2»»*^ +  «*  — a' :  fi  on 
la  dîSièrentie,  ea  y  faÎMOt  Ttrier  «  et  ^,  et  qifon' 
égale  le  résultat  à  séro,  on  tronvera 

^yày  —  anud^  —  nmyAx  +  isAx  i=  o , 
ou  yAy —   mxày —    myAx  +   xix^O       (1), 

ennipprîmautlefactearcomman^et  l'on  «a  tirera 

^  my  —  « 

db         y  —  nwf' 


Pour  avoir  -^fCnx  teul,  il  faudra  subtitner  dans 

cette  aoLproition  la  Talenr  do  y,  qui ,  daas  P/^uatiou 
proposée,  est 

et  il  Tiendra 


dji —s  +  m^xàz  m\/a^ — x^+9i^i^ 

résultat  sexnblable  &  celui  qu'on  déduiçait  imnjédiato* 
ment  de  l'expression 

y  =s  m*  d:  |/o*  — **4-^wV, 
obteii^é  en  résolvant  V^atioi^  proposée. 

Maintenant ,  si  l'on  fait  ^=P>  ^'o*    ^    résulte 
d^  ^pix,  l'équation  (i)  se  change  en 

et  si  on  la  différentie  de  nouveau  >  en  considérant  que 
y  çt  p  sont  de^  fonc^^^s  de  x,  op,  ^urriye  k 

(y  —  mx)jip  +p[ày  —  mix)  —  ï^d^  +  da?=s  o  5 

mettant    ensuite   p3x  pour  d^,  ^djr    pour   àp ,  et 
réduisant  9  il  vient 

équation  qui  donne  là  relation  que  le  coefficient  diiSS- 

dV 
rentiel  du  second^ordre  jr,  ou  g^  (17)  >   ^oît  avoir 
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posée  ;  Téquatlon  (2)  en  est  la  différentielle  seconde^  etc.  ; 
et,  d'après  la  remarque  ci-dessus^  les  diff^érerUiellea 
d'une  •  équation  primitive  proposée  se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  la  différentiation  j  en  regardant  jj 
djj  d*j^  etc.  j  comme  des  /onctions  de  x. 

On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefficiens 
différentiels,  en  obscryant  que  ces  coefiGciens  sont  re* 
présentés  par 

^      ^      etc 

ou  en  faisant 

^y  =pix,        i*y  =  qix^,    etc. 

Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles  dis- 
paraissent ,  et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonc- 
tions />,  q,  etc.,  absolument  indépendantes  delà  valeur 
de  l'accroissement  àx, 

5i,  L'équation  proposée, 

^^•—  ^mxy  +  X*  —  a*  =  o  , 

étant  du  second  degré ,  donne  pour  y  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  l'équation 

{y  -i.  mx)  Ay  —  {my  —  ar)  djp  =  o  (i)  , 

d'où  l'on  tire 

ày my  —  x 

âx      jK  ""  ''Mf 

dv 
donne  aussi  pour  le  coefficient  différentiel  t-,  deux 

valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction  y. 

Si ,  au  lieu  de  résoudre  l'équation  proposée,  pour  en 
tirer  la  valeur  de  y,  on  éliminait  cette  variable  ,  au 
moyen  de  Féqnation  différentielle  (i),  on  aurait 
d'abord,  en  vertu  de  cdle-ci, 

^^  x{mây  —  ix)  ^ 
ày  —  mSx 
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•ubstitnant  dans  la  première,  il  Tiendrait  ,  aprèi  lei 
rédactions, 
(**^  a*— in*ï')dj*  —  (anw*^  ama*^  ain'«*)âxd^ 
+  (*•  —  m'x*  —  o»n»^d**  =  o. 
Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  i  Ay,  donne- 
rait les  mËmes  résultata  que  ceux  qu'on  obtient  en 
différentiantles  valeura  Aay  f49)  i  et  après  FaToir  divi- 
sée par  dx",  on   en  tirerait  immédiatement  celles^  du 
coefficient  différentiel.' On  aurait  alors 

+  «•  —  «•jr°  —  a»iB*  =  o; 
et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dif- 
férentiel, exprimée  par  -^,flh  arriverait  à 
d>*  dy  ,  «■  —  >rf»*  —  o*i»* 

Sa.  II  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  i  des 
exemples  plus  compliqués,  ou  dans  lesquels  les  va- 
riables montent  à  un  degré  plus  élevé.  Soit  encore 
l'équation 

y^  —  Zaxy  +  ar'  ^  o  ; 
la  différentiation  donnera 

Zy*&y  ^  Saxdy  ^  3aydx  +  3*'d*  ^  o , 
ou,  en  supprimant  le  iàcteur  commun  3, 

yiy—aKiy—ayâxr\-x'àx  =  o  (i), 

et  par  conséqnent  ~  =  -^ — —, 

■    '  ^      .  àx       y*—ax 

La  fonction  y,  dans  cet  exemple ,  étant  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  va- 
leurs-, et  en  les  substituant  soccessîvement  dans  l'expre»- 
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aion  ^0  -T-  9  on  obtiendra  ud. pareil  nombre  de  valeurs 

pour  le  ooeflEu^ient  différentiel.  On  Toit  en  général  que 
ce  coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  yaleura  ^al 
k  celui  dont  la  fonction  y  est  susceptible  dans  l'équa- 
tion proposée  :  il  en  sera  de  même  à  l'yard  de  la  diffé- 
rentielle. 
Si  Ton  éliminait  y  entre  les  deux  équations 

y^ày  ^^axày  —  aydx  -{•  ^d*  =  o  (i), 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré 
par  rapport  à  ây,  et  qui  renfermerait  les  trois  valeurs 
dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

Ayant  trouvé  rexproâion  de  d^  ou  celle  de  ^ ,  on 

dV 
parviendra  à  celles  de  d*^  et  de  r^i  en  différentiant 

ox 


par  rapport  2t  Ay^  k  y  elk  Xy  suivant  la  règle  établie 
n^  5o,  réquation  (i) ,  différentielle  première  de  la  pro- 
poeée.  En  opérant  ainsi  et  réduisant ,  on  aura 

y^ày — axiy + ayiy*  —  ^aixdy+ wdi»* = o , 

ou  bien 

Cy" —  ax)d*y  +  ayiy* — aaixdy  +  ^xdx*  =  o  (a)  : 

voilà  la  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée. 
Si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première ,  on 
pourra  éliminer  iy^  et  le  résultat  donnera  Pexpression 
de  d*^  en  JT  y  d^  et  ^.  On  cbassera^  si  Pon  veut,  la  fonc- 
tion y,  au  moyen  de  Féquation  proposée. 

En  divisant  l'équation  (a)   par   dx^,  die  prend  Ta 
fbnn€ 
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exemple,  j^  =  fl«  -f-  ^,  la  différentielle  ^yày  =  aAx  , 
étant  indépendante  de  6,  appartiendrait  i  chacune  des 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée^  en 
donnant  li  b  tontes  les  valeurs  possibles. 

Mais  Ton  peut  aussi  parveniri  dans  le  cas  actuel ,  à 
une  équation  indépendante  de  a  ,  quoique  la  différent 
tiation  n'ait  point  fait  disparaître  cette  constante  :  il 
suffit  pour  cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

y  =  a*  +  ô,        ^yày  =  ad*; 
et  l'on  trouTera 

y^àx  =  ^xydy  +  bix» 
Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  fms  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée ,  elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu'étant  divisée  par  àxy  elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x , 

la  fonction  y  et  le  coefficient  ^ ,  quel  que  soit  a. 

Si  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l'équation  proposée  ,  le  résultat  qu'on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  dy  et  de  d*  su- 
périeures à  la  première  :  je  prendrai  pour  exemple  , 

y*  —  ^Lay  -|-  ar*  =  a\ 

Eu  diiférentiant  on  trouvera 

ydy  —  oAy  -f-  xdx  i=  o  , 

i>  <                                yày  +  xdx 
d'où  a  =  y-^^^ • 

dy 
et  substituant  dans  la  proposée,  il  viendra,  après  ayoir 
ordonné  par  rapport  à  dy  et  divisé  par  dx% 

telle  est  la  rdation  qui  doit  exister  entre  la  fariaUe  x. 


iij:,i«ié- 

ax' 

pendamment  d'aucnne  Talenr  particolibre  de  la  cods- 
tanle  a. 

Eu  résolTant  l'éijuatîon 

y*  —  say  +x*:=e^, 
par  rapport  i  a,  on  en  aurait  tiré 

et  a  étant  alors  dégagé  des  variables  x  et  y,  la  dtf- 
férentiation  seule  l'aurait  fait  disparaître  :  on  aurait 
trouvé 

En  faisant  évanouir  le  radical,  <ni  s'assurera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l'élkni- 
natioQ. 

54.  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes 
qu'on  roadra ,  en  différentiant  on  nombre  de  fois  ^al  h 
celui  de  ces  constantes.  Soit 

on  aura  d'abord 

yiy  =  —  w»^*  ; 
différentiant  de  nonrean ,  on  trouvera 
yi^y  +  dy*  = —  n»dr»i 

substitnant  pour  m  sa  Talèur  — ^-^,  tiréede  t'équation 
précédente,  et  divisant  par  ix*,  il  viendra 

'^d^-^^d**      ^d*  '      ■ 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

55.  La  diffîrentiation, combinée  avec  l'élimination, 


8o 
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I 


c=««— c+îiîîî=i^û»-j«, 


1.2 


I .  I 


1.2.3 


a— 'i\ 


etc., 


(a  +  èjT  +  ex*  +  dx^  +  etc.)"  = 

l  l.I  1.2.3  J 

+  etc. 

56.  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes 
d'une  équation,  en  la  combinant  airec  ses  différentielles, 
^'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

l{a+bx  +  car*  +  dx^  +  etc)  ; 
si  Ton  représente  son  déyeloppement  par 

A  +  Bx  +  Cx^+Bx'^  +  eiCj 

et  qu'on  prenne  la  différentielle  de  l'équation 

l(a+bx+cx^+dx^+eic.)=:A+Bx+  Cx^+D:k^+  etc. , 

on  trouvera 

ô+2r*+3c/x*+etc.  „    ,      ^     .   ot^  *   .     . 

.T    .      >  .  ^T.    .    =  i?  +  ^Cx  +  3Dx^  +  etc., 
a+bx+cx^+dx^+eic.  *  '  '         ' 

et  l'on  déterminera  les  ooefficiens  j4j  B^  Cy  D^  etc. 
comme  à  l'ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

sin  (a  +  bx  +  c«*  +  da^  +  etc.) 
=  A+Bx+Cx^  +  Doc^  +  JSx^+etc, 

en  faisant ,  pour  abréger , 
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a  +  i*  +  (»•  +  rfs"  +'etc.  »  « , 

ilGiiré«ilterB^=tu)u;  et  eo  difiërentiant,  il  viendra 
dj*  =:duc(Mu.  Od  pourrait  élîminercosu  an  moyen  de 
sa  Yaleur  V'i  — ainw*,  qui  donne  cos«=V^i — y",  et 
Von  aurait  alors  dj'=dMV^i—^;  mais  11  resterait 
encore  à  faire  disparaître  lo  radicaj. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  difierenliera  une 
seconde  fois  l'équation  dj-^ducosu,  en  se  rappe- 
lant que  u  est  une  fonction  de  x,  aussi  bien  que^; 
et  il   viendra   à'y  =  A'uaosu — du'sinu  :  mettant 

pour  sinuet  cosu,  leurs  valenra  y  et  y,  on  aura 

d'j:=-pd'«  —  j'du*,  on  âud*y'—dyd*u-i-ydu^  =  o. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  y, 
ày,  d'y,  du,  d'u,  du^,  leur  valeur  ;  or 

,    y^A+Bx  +  Cx*  +  Dx'  +  etc, 
donne 

d^=(-B+aCx+  3J?*»  +  etc.)d*, 

^y=  (2C+3.3i?*+  etc)d**; 

et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs , 

je  réduirai  la  fonction  proposée  k  sîn  (ju-^bx-}-  es*') , 

ca  faisant  d,  e ,  etc.  =3  0  :  dans  ce  cas  particulier , 

du  =  (ft  +  2cx)  d«, 

d*l*=:2cd*', 

d«==:  (^ +  6fc^w4-  ia*cV  +  8c*«')  d*'. 
An  moyen  de  ces  valeurs,  Pëqualion 

diid^j"  —  Ayd*u  +  ^d»'  =  o, 
devient  divisible  par  dx*;  et  en  l'ordonnant  par  rapport 
à  X ,  elle  prend  la  forme  suivante  : 

Cak.  dif.  6 
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nbC  +    6bDx  +  I  nbEx*  +  etc. 

+      4<^Cx+       mcVx^  +  eic. 

+  PA  +  %b'cAx  +  I  nbc'Ax'^  +  etc. 

+      VBx+  6^VC:r* +■  etc.  ^' 

+  PCx"^  +  etc. 

—  2cB  —     4^^*  —        &cDx*  —  etc. 

En  égalant  à  zéro  les  ooeQiciens  de  chaque  puissance 
cle  X ,  on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  6\ 
D y  E ,  etc.}  mais  pour  A  et  B ,  il  faut  recourir  aux 
équations 

y  =:  sinz^    et    ây  =  di^  cos2«. 

Lorsque  x=^Oj  il  Tient 
M=:rt,        y'=,A^       d£^  =  W:ir,        iyz=.B&x\ 

et  il  résulte  de  ces  valeurs^ 

A  =  sin'a  ^         B  =z,b  cos  a. 

57.  Le  calcul  différentiel ,  dont  nous  n'avons  encore 
fait  usage  que  pour  le  développement  des  fonctions, 
peut  aussi  être  utile  dans  la  résolution  des  équations 
algébriques  ;  mais  ici  nous  nous  bornerons  à  montrer 
comment  la  remarque  du  n°  18  conduit  à  la  détermi- 
nation des  racines  égales. 

Soit  ^=  o ,  une  équation  ayant  un  nombre  n  de  ra- 
cines égales  à  a\  son  premier  membre  /^sera  nécessai- 
rement de  la  forme 

X  contenant  les  facteurs  inégaux  j  et  si  Ton  diffé- 
rentiel en  commençant  par  le  facteur  («— a}*,  on 
trouvera 


•  t  • 


•  ■•      ■     ••§•••    ••• 


■   •  •• 
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membre  de  FéquatioD  proposée  y  est  éyidemment 

(a;  —  a)"-»  (x  —  b)P-\ 

On  peut  opérer  de  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 

facteurs  (*  —  a)*,  Çx  —  b)P,  (x  —  c)^,  etc. ,  et  l'on  trou* 
Tcra    touiours   que   le  diviseur  commun   aux  fonc^ 

dV 
tions  V,  -7- ,  doit  contenir  les  facteurs  égaux    élevés 

chacun  à  une  puissance  moindre  cPune  unités  que  dans 
Inéquation  proposée  V  =  o. 

application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 

des  courbes. 

58.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d'une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
d'une  fonction  et  de  sa  variable  est  en  général  suscep- 
tible de  limite. 

Toute  fonction  d^une  seule  variable  peut  être  repré- 
sentée par  V ordonnée  d*une  courbe  dont  cette  variable 
est  l'abscisse  (Trig.  86);  et  le  rapport  de  l'ordonnée  de 
la  courbe  avec  la  soutangente  correspond  au  coefficient 
différerUiel  de  la  fonction.  £n  effet  ^  si ,  dans  une  courbe 
ne.  I.  quelconque  CD^fig.  i,  on  mène  par  deux  points  ilf  et 
3f  une  sécante  MM'  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  S  y  l'axe  des  abscisses  ÂB,  et  par  le  premier 
point  une  tangente  MT\  qu'on  tire  les  deux  ordonnées 
PM,FM\  et  la  droite  ATQ,  parallèle  à  AB ,  les 
triangles  semblables  MQM  et  MPS  montreront  que 

les  rapports  -irrk  et  -^—  sont  toujours  égaux.  Mais  si 

l'on  conçoit  que  le  point  M'  se  rapprocbe  sans  cesse  du 
point  My  le  point  iS^se  rapprochera  aussi  du  point  T-y 
la  lignb  PS  tendra  donc  à  devenir  égale  à  la  sou- 
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PM 

PT  i  le  rapport  -^^  ('appro<^er«  de  même 

.   dn  rajf^rt  -nûv^^'''  ^*"'^  P<>or  limite,  et  qui  wra  par 

conséquent  aussi  celle  du  rapport  des  accroiueraens 
HâQ  et  M'Q,  que  reçoivent  simultanéraent  l'abscisse 
^Pet  l'ordonnée /'M. 

PM 
II  suit  de  là,  que  lorsque  l'expression  du  rapport  -rp^ 

aéra  connue>  elle  fournira  le  coefficient  difiurentiel 
de  la  fonction  correspondante  à  l'ordonnée  (7) ,  et  que, 
réciproquement,  si  cette  fonction  est  connue,  son 
coefficient  difiërcntiel  déterminera  la  aoutangente  PT, 
puisqu'en  désignant  PM  par  y,  et  aon  coefficient  dif- 
férentiel par  ^,  on  aura/>sr:  -^s^d'oi  Pr=-, valeur 

an  mojen  de  laquelle  onmënera  la  tangenteau  iwiot  M. 
59.  On  Toit  donc  que,  par  son  principe  fondamen- 
tal, le  Calcul  différentiel  résont  directement  le />n>- 
bléme  des  tangentes  j  pour  les  courbes  dont  on  a  l'é- 
quation ;  aussi  est-ce  en  chercliant  la  solution  de  ce 
problème,  que  les  géomètres  sont  parvenus  au  Calcul 
différentiel,  qu'on  a  présenté  depuis  sous  des  points 
de  vue  trës  variés;  mais  quelle  que  toit  l'origine  qu'on 
lui  assigne,  il  reposera  toujours  immédiatement  sur 
un  fait  analytique  antérieur  à  toute  hypothèse ,  comme 
la  chute  des  corps  graves  vers  la  surface  de  la  terre  , 
est  antérieure  aux  diverses  explications  qu'on  en  a 
données  :  et  ce  fait  est  précisément  la  propriété  dont 
iouissent  toutes  les  fonctions  d'admettre  une  limite 
dans  le  rapport  que  leurs  accroîssemcns  ont  avec  ceux 
de  la  variable  dont  elles  dépendent.  Cette  limite, 
différente  pour  chaque  IbacUoo,  et  toujours   indépen- 


daate  des  Taleurs  absolues  des  accroissemens ,,  carac 
térise  d'une  manière  qui  lui  est  propre ,  la  marche  de 
la  fonction  dans  les  divers  état»  par  lesqueb  elle  peut 
passer.  En  effet,  plus  les  accroissemens  de  la  variable 
indépendante  sont  petits  y  plus  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  sont  resserrées,  plus  enGn  cette  fonction 
approche  d'être  soumise  à  la  loi  de  continuité  dans  ses 
changemens ,  et  plus  leur  rapport  à  ccuil  de  la  va- 
riable indépendante  approche  d'être  égal  à  la  limite 
assignée  par  le  calcul.  On  doit  entendre  par  la  '^loi 
de  continuité  j  celle  qui  s*ob$erve  dans  la  descrip- 
tion des  lignes  par  le  mouvement  ^  et  d'après  laquelle 
les  points  consccutîis  d' une  même  ligne  se  succèdent 
sans  aucun  intervalle.  La  manière  d'envisager  les  gran- 
deurs dans  le  calcul,  ne  parait  pas  d'abord  admettre 
celte  loi,  puisqu'on  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  la  même  variable î  mais 
en  le  faisant  évanouir,  pour  passer  à  la  Umite^on  ex- 
prime qu'il  j  a  continuité. 

Il  me  parait  maintenant  très  évident  que  la  meta— 
physique  précédente  renferme  l'explication  philoso- 
pbique  des  propriétés  du  Calcul  dliFérentiel  et  du  Calcul 
intégral ,  soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes, 
soit  par  rapporta  celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difficulté  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  ce 
qu'il  y  a  continuité  dans  les  changemens  des  lignes  ou 
dans  ceux  des  vitesses;  et  la  considération  des  limites 
(ou  toute  autre  équivalente) ,  donne  le  moyen  d'établir 
celte  continuité  dans  le  Calcul  (*). 

60.  Lorsque  l'on  donne  à  l'abscisse  des  valeurs  suc- 

{*)  Ceux  f{ui  dcsircniiciit  plus  de  (icvcloppeinent,  dant  cet  consi- 
dcraiions  f^iucraks,  pouirout  cookuUer  la  note  A,  placée  à  la  tin 
d«  rOuvragc* 
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cessiTM,  les  ordonnées  qui  répondent  à  cea  valeurs, 
déterminent  sur  la  courbe,  des  points  que  l'on  peut 
r^Bcder  comme  les  sommets  des  angles  d'un  polygone 
inscrit  à  cette  courbe. 

Si  l'oa  prend ,  par  exemple ,  sur  l'axe  des  abscisses 
les  points  P,  F',  P",  etc. ,  _fiff.  2 ,    dislans  entre  eux  f 
d'une  mime  quantité  h ,  on  aura 

j1P  =  x,  AP  —  x-^h,  AP'=x-\-ih,  etc.;  ^ 
qu'on  élève  le»  ordonnées  correspondantes  PM,  P'JW, 
P'3I',  etc. ,  et  que  l'on  joigne  les  points  M,  M',  M",  etc. , 
par  des  cordes ,  ou  formera  le  polygone  MM' M'  etc. , 
qui  différera  d'antnnt  moins  de  la  courbe  proposée,  que 
les  points  M,  M',  M",  etc.,  se  rapprocheront  davantage, 
mais  en  même  temps  le  nombre  de  ses  cAtés  augmentera 
de  plus  en  plus ,  puisque  la  distance  PP"  sera  contenue 
un  nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  une  abscisse 
détermince  j4B.  La  courbe  CD  sera  évidemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones,  et  par  conséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à  cette  limite,  conviendront 
aussi  à  la  coorbe  proposée  (*}. 

(*)  Lcibniiz  a  lonjoori  eniitag^  le  Calcul  diScicDiiel  loui  an 
poibt  ds  Tue  ï  pen  prci  iFmbUble. 

n  Scnlïa  ■□lem  et  h  a  ne  tt  alla»  (nuthodo*)  hacleaui  adhibilaa 
s  oiDnei,  dadaci  pOMC  ex  gcncrali  ^odam  mco  dinctienitonini 
u  curvilmcoruin  principio  ,  qaod  Jîgiira  curviliriea  centcnda  lit 
»  /e/juipotUre  polygono  injinilontm  lalenim;  unde  Kiiailat, 
»  qiiicqaiddc  uli  poljgnno  demoniuari  point,  nra  tta,  m  nuUas 
»  babratni  ad  nnmerucn  Utcram  i'ei))«:lni,  live  i(3  ,  ni  tanlô 
u  piogi]  Tcrilïcclur,  quniitA  major  nuoiiar  Utcmm  aumiiui,  iu, 
J>  ut  crror  [andcm  fiai  quoTÛdalo  mrnorj  M  Je  curva  pouepco- 
9  niiniiuri.  u  (Acia  EriiJilorant ,  ana.  ilSi\,}<ag.  585.)  -v 

Il  en  ijridfniijueccLIc  iDL'ia|>lijiiqncctt  antiii  Irtelaminniie,  et 
ncdiDïcc  île  celle  que  )'ai  picicutee  ci-ilesu*qne  parce  que  la 
limite  yeii  (l(:>i|;i>ce  comiiK  un  poljgone  d'an  Dumbrc  iD(Inid« 
ï6lïi  inQnimeni  i>cliu. 
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Cela  posé»  si  l'on  mène  MQ  et  M'Q[  parallèles  ir 
Taxe  AB^  HfQaerêL  la  différence  des  deux  ordonnées 
oonsécatÎTes  PM  et  P'M',  I^fQ'  celle  dei  ordonnées 
P'Bf  et  P'M"..  En  prolongeant  la  droite  A/M^josqu'ea 
JV*,  on  formera  les  triangles  égaux  MMQ^  ifl'rQf, 
qui  donneront  ilTQ  =  iV^Q'  ;  il  en  résultera 

]irN"=irQ'—M''Qf  ou  M''N''=M''Qf—N''Qf; 
et  par  conséquent  ^  (y— il/'Q=i:  iJfJV*'  selon  que  la 
courbe  est  concave  ou  convexe  vers  l'axe  des  abscisses  : 
M'N"  sera  donc  la  différence  des  lignes  JftfQ  et  JkfQf. 
Le  calcul  différentiel  donne  l^expression  de  ces  diTcrses 
droites;  car  Ton  a  successivement  (a3) 

PM=    y, 

P'M'=  y  +ir'*+*':^^il  +  etc.., 

tU  I        dx*  1.2 

^  do:  I       ox^  1.2'  ' 

dv  dV    7i* 

P'Ai'— PAf=ilfQ  =  ^  A  +  T^ l-etc, 

dx  OA*    2 

dv  dV3/i* 

P'M'—P'M'^M'' 0^:=  ^  A  +  ^"^^ _  +  etc. , 

^       ex  dar*   2 

il/«Q'_ili'Q=±:M''JV^''=  jj  h^    +  etc.; 

d'où  il  suit  que  si  l'on  cliangc  h  en  ix,  la  valeur  de  M'Q 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre- 
miëre  iy^  celle  de  M"!^,  de  la  différentielle  seconde 
d\r ,  à  mesure  que  l'on  prendra  d*  plus  petit.  En  con- 
sidérant un  quatrième  point  du  polygone,  on  trouve- 
rait de  mèine  la  ligne  correspondante  à  la  différentielle 
troisième. 

61.  Les  lignes  P3f,  M'Qf  M" N",  ont,  par  rapport 
au  calcul  dc^  limites ,  une  subordination  marquée  par 


I  • 


•    •  •  > 


•    ■   •  •     • 


••      •• 


a •■  »    « 


■•••    ••••  •«  ■       •  ••* 


•  •■  •     • 


I  I  •    ■••■t'     t    •« 


■  •        •     •    ■ 


■  ■ 


•      ■■ •    j       I 


•  ■  •     •  t| 


•    •• 


•  ■        *     •  •  •     • 


•  •••■-•  Wm 

*  ■  •  ■  • 


••  t 


• 


•  •  - 


«      •  ^ 


90  TRAITA   Kl.iM£NTi\lBE 

Cela  peut  se  conclure  aussi  de  rexpression  àeM'Q, 
différence  des  ordonnées  consccutiTes  PM  eX.  PM',  en 
obserTant  qi^'il  est  toujours  possible  de  prendre  l'accrois- 

sèment  A  assez  petit,  pour  que  le  premier  terme  -^  h  y 

surpassant  la  somme  de  tous  les  autres,  détermine  alors 
le  signe  du  résultat  de  la  série  ;  car  une  expression  de 
la  forme 

Ah^  +  Bh^  +  Chy  +  etc. , 

dans  laquelle  les  exposans  Uy  fiy  y,  etc^  sont  tous  positifs 
et  vont  en  croissant ,  peut  être  mise  sous  cette  autre^ 

h\A  +  Dh^'^+  Chy-''  +  etc.), 

par  laquelle  on  voit  que  la  partie  2?A^*+C/i^~*+etc. , 
du  second  facteur,  décroissant  jusqu'à  zéro,  lorsque  h 
diminue  jusqu'à  s'évanouir,  doit,  avant  d'arriver  à  ce 
'  terme,  devenir  plus  petite  que  la  quantité  A  qui  est 
indépendante  de  h  (*).  Dans  cet  état  de  choses,  c'est  le 
signe  de  A  qui  détermine  celui  de  toute  l'expression, 
qui  sera  donc  positive  si  A  est  positif,  et  négative 
dans  le  cas  contraire. 

11  suit  de  là  que  la  fonction  y  sera  croissante  ou  dé- 
croissante ,  selon  que  —  sera  positif  ou  négatif. 

De  plus,  si  l'on  fait  attention  que  lorsque  l'ordonnée 
PIC.  2,  est  positive,  la    différence  M"(^ — M'Qyfig,  2,  est 
négative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  concave  ou 
convexe  vers  l'axe  des  abscisses ,  et  que  celte  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  près  qu'on  suppose  les 

• 

(*)  On  trouvera  h  ta  fin  de  ce  Traite  aa  procède  pour  a«»igner 
les  valeurs  de  h  qui  remplissent  cette  cordition  dans  la  sc'rie  de 
Taylor. 
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l'esposant  dont  l'accroUsement  h  est  affecté  dans  leur 
preolier  terme ,  expoiant  qui  eit  le  même  que  celui  de 
l'ordre  de  la  différentielle  à  laquelle  ila  correspondent. 
On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  M'Q  h  P^  diminue 
sans  cesse  et  Suit  par  s'évanouir,  lorsque /i^o,  qu'il  en 
eât  de  même  du  rapport  de^JVà  M'Q;  mais  que  si 
l'on  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarri  de  la 
seconde,  et  qu'on  supprimât  d'abord  le  facteur  A',  com- 
mun na.  deux  termes  du  rapport,  ce  rapport  aurait  alors 

e~^i--î^ 
^di»"dï' 

6a.  On  voit  ea  même  temps,  par  ce  qui  précède,  que 
ày 
le  coefficient  difi'éi'entîel  du  premier  ordre  -p,  expri- 
mant le  rapport  ^=,  _fig.  i ,  donne  la  tangente   tri-  r 

gonométrique  de  l'angle  MTP,  que  fait,  aTec  l'axe  des 
abscisses  AB ,  [a  droite  qui  touche  la  courbe  au  point 
M,  et  caractérisa  la  marche  de  U  courbe  aux  envi- 
rons du  pointa;  car  si  AB  désigne  le  cAté  positif  de 
l'axe  des  abscisses,  l'angle  MTP  et  sa  tangente  seront 
positifs ,  quand  le*  ordonnées  iront  en  croissant  comme 
dans  la  figure  i ,  et  natifs  dans  le  cas  contraire. 

(*)  Ctci  fournil  ddc  esplicaiion  b!eo  (impie  Aa  AiSiitnt  ordrn 
d'ÎDGnimnupctiuqDsLeibailiulroelull.llTegarcUltUdifirtrenticlIe' 
premitn  commcinfiaiiiieiiIpcûtcàlVgard  liai 'ordonner,  la  iHSïreu- 
ticlJe  Kcondc  coromc  iuliniinent  pclila  1  l'c'gard  de  la  diScmiliella 
première,  et  aiaii  de  inile.  D'aprèc  ce  principe,  il  DegligeMI  In 
on  CI  par  rapport  ant  anlrn;  etc'eitea  effetceqn'ilfaatfainloiiqDe 
l'on  fcut  paucc  aux  limiuij  pniKjn'il  ne  peut  reater  dana  l'eiprea- 
aion  de  Ij  limiic  du  rapport  dei  (l'rlei  cï-doMni,  ^ne  In  terme* 
oîi  A  Cit  au  degr^  le  plai  bsi ,  et  que  la  différentielle  d'nn  ordrs' 
qqelconqne  Bi,  dtant  uécaaHiremenl  de  la  (oiia,tA~f=uAx'  (17)1  (M 
comparable  lenlemeot  aux  eipceiiiona  diSemiliellea  bomogènea,  o« 
da  tatiat  ikffi,  pu  lappon  h  l'actiolHcuient  dx. 


On  peut  mettre  ce  développement  ioes  la  forme 

ph  +  Ph\ 
en  faisant 

-j^irrp,  et  ;r^ h-r-^ 5+etc.=PA»; 

djf     ^'       Qx^i.2,  •  djr  1.2.3 

on  obtiendra 

M3f=  \/h*+  {ph+Ph*y=h\/T+{p+Phy. 
Menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  trouvera 

NQzzMQ \msimQ=^h  =ph  (62)  , 

^  ^  dx»  1 . 2  ' 

et  Ton  conclura  de  là 

rapport  qui  a  pour  limite  1 

Mais  l'arc  MOM'  est  toujours  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne  brisée  MN+HfN-j  donc,  à  plus  forte 

1  MOM'  ,.    .,    1,     '.t 

raison ,  le  rapport  -jrfjMr'  *  pour  limite  1  unilc. 

64.  Il  est  évidcut  que  Tare  d'une  courl)e   est   une 
fonction  de  l'abscisse;  et  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonction,  il  faut  chercher  la  limite  du 
,  MOM' 

MOM  _  MM[      MOM' 
ppf    —  pp  X  'J4U'  • 
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Substîtouit  ]&  talear  du  premier  rapport  do  Moond 
membre,  pub  fu»iit  A=o  pour  puser  k  la  limite ,  le 
deuxième  rapport  deriendra  Tonité ,  et  Pon  aura  (8) 
|/i-{-j3*j  si  l'on  nomme  donc  S  l'aro  CAf,  on  obtiendra 

Le  cercle  dont  l'éqiuttoD'  est 

ji-  +  y-  =  a; 


doDnent 


«i«+3^j'=«.  «»  ^y=—~i 


d.=0 


<i:^4.^=i/?+3; 


ad* ad* 

réfullat  qui  rentre  dans  celui  du  n°  36 ,  lorsqu'on  sup- 
pose a^R. 

65.  La  différentielle  de  l'aire  du  ttgmtat  ACMP, 
fig.  4t   d'une  courbe,  «^obtient  en  observant  que  le  vio.  4- 
rapport  de»  recUngles  PP'QSf  et  PP'M'N,  qui  ont 

même  bâte,  est  égal  à  -pjTfi  «^  que  sa  limite  est  par 
conséquent  V  uni  té.  Mais  le  trapfese  cnrriligne  PÏ^MfM, 
qui  représente  l'accroissement  que  reçoit  le  sèment 
ACMP  lorsque  l'abscisse  augmente  de  PP',  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  rectangles  dont  on  rient 
de  parler,  s<»i  rapport  avec  l'un  quelconque  de  ces 
rectangles  «  aussi  pour  limite  l'unité.  Gela  posé,  il 
est  risible  qoe 
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tructîons  indiquées  dans  V Application  de  t Algèbre  à  la 
Géométrie,  pour  les  lignes  du  second  degré. 
Dans  la  courbe  représentée  par  l'équation 

4fS  —  3a»jr4.j^s=Oy 


on  a 


àx       y^^^ax* 


on  trouTera 


a  y  —  jf  *  ay  ^  jf*    ' 

yaleur  qui  se  construira  facilement,  lorsqu'on  aura  assî« 
gné  celle  de  x  et  déterminé  celle  de  y  {Trig,  68). 

68.  11  est  souvent  plus  commode,  et  surtout  plus 
élégant,  de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  (^Trig.  iSj).  Pour  obtenir  celle  de  la 
première,  je  yais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  touchent.  £n 
considérant  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
riG.  X.  iKf  et  M%fig.  i,  communs,  il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  Pordonnéc 
PM  et  de  la  différence  M'Q  ,  correspondantes  k  Tabs- 
cisse  AP  et  ^  son  accroissement  PP^,  Si  donc  l'on 
entend  par  x,  y  fies  coordonnées  particulières  au  point 
il:/ dans  la  courbe  proposée,  et  qu'on  désigne  par  x\  y, 
celles  des  poiuts  quelconques  de  la  ligne  qui  la  coupe  en 
M  et  en  M',  on  aura,  pour  ces  deux  points, 

y  =  y,    ^A+etc.=^A4.etc.        (60). 

La  seconde  équation  est  divisible  par  h,  et  lorsqu'on 
passe  à  la  limite,  en  supposant  ^=  o,  elle  se  réduit  à 

ày' dy 

d*"  ""  d*  ' 


•  ■    •••.. 


•   ••  • 


•    •••   ••• 


»*    m    i 
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parce  que  la  point  7  est  en  arritre  dn  point  P;  la 
«Boonde  valeari  étant  odle  de  AR-^AP ^  donné  la 
aonnonnale  PR  positiTenent,  parce  que  le  point  R  est 
au-delà  dn  point  P. 

69.  Pènr  le  cercle  dont  Féquatidn  est 

on  trouTe 

dy  * 

d*  y 

l'équation  de  sa  tangente  sera  par  conséquent 

y  — ^=— ^(*— *)»       ou    j'y  +  4P»'=jr*  +  *% 

ou  enfin  ^y  +  xx  =  a* , 

puisque  ^*  tI-  *•  =  «•. 

L'équation  de  la  normale  devient 

y' -  y  =^A'' -  *) , 

X 

et  se  réduit  à 

ce  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cercle  passent 
par  son  centre,  qui  est  ici  l'origine  des  coordonnées 
{Trig.  83),  et  ce  qui  doit  être  en  effet,  puisque  les 
normales  d'un  cerde  ne  sont  autre  chose  que  seii  rayons. 
Passons  à  la  courbe  donnée  par  l'équation 

x^  —  ^axy  +  y  =  o  ; 

celle  de  sa  tangente  sera 

_ay—  x^     , 

j/'  —  or  ^ 

ou 

y*y'-^axy^^y^'\'axy=zays^^x''x' — a*;'-)-x\ 
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Si  Ton  met  pour  y^  sa  Taleur^  et  qu'on  rfijoise ,  on 
obtiendra 

Cr*—  ax)y  +  (jf*  —  ay)x'  =  arjf. 

90.  Si  l'on  se  proposait  de  mener^  par  un  point  donné 
pris  hors  d'une  courbe ,  et  dont  a  serait  l-abscisse  et  /3 
l'ordonnée,  une  tangente  h  cette  courbe ^  il  est  évident 
qu'il  faudrait  substituer  m  au  lieu  de  x',  et  fi  au  lieu  de  y'f 
dans  l'équation  de  la  tangente,  qui  deviendrait  alors 

et  servirait ,  conjointement  avec  l'équation  delà  courbe 
proposée ,  à  déterminer  les  coordonnées  4r  et^  du  point 
de  contact. 

Je  prends  le  cercle  pour  premier  exemple ,  l'équation 
de  sa  tangente  étant 

on  aura 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle  ^  déter- 
minera les  coordonnées  «  et  ^  des  points  de  contact^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ces  points  seront  i  la  ren-' 
contre  du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  l'équation 
fiy  ^ûLxz=za^  {Trig,  io5). 
Dans  la  courbe  correspondante  à  l'équation 
**  —  Ztuey  +  ^'  =  o , 

le  point  de  contact  se  trouverait  en  chercbant  l'interiec« 
tion  de  cette  courbe  ^  avec  la  ligne  du  second  degré  ré- 
sultante de  l'équation 

fiiy^ — ax)  +ct  (*•— flry)  =  ajrj'. 

71.  Pour  mener  une  droite  qiii  touche  une  courbe 
donnée,  et  qui  soit  en  même  temps  parallèle  à  une 


•  • 
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droite  donnée  de  position,  on  qni  fuse,  stcc  Tsu  det 
a)»cis»es,  un  angle  dont  !■  tangente  soit  repràentée 

ày 
par  a,  il  suffira  de  po«er  5^  =«  {Trig.  89);  combi- 
nant cette  équation  avec  celle  de  la  conrbe  proposée» 
on  déterminera  les  Talenrs  de  s  et  de  y,  qui  conviennent 
ap  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  oii  la  conrbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire,  on  anrait 

dv       m 

ce  qni  donnerait 


72.  Dans  ce  qni  précède,  les  coordonnées  x  et  y 
ont  élé  supposées  ii  angle  droit;  mais  il  est  aisé  de 
voir  que  si  elles  faisaient  un  angle  quelconque,  le 
rapport  de  M'Q  à  MQ,  aurait  encore  pour  limite 
celui  de  PM  à  PT,  et  l'équation  delà  tangente  ne 
changerait  pas  de  forme.  Les  triangles  MPT  et 
MPR  ne  seraient  plus  rectangles,  mais  on  connaitralt 
dans  leprcmier,  les  côtés  MP ,  PT  et  l'angle  compris 
MPT,  et  dans  le  second  le  cAté  MP  avec  les  angles 
MPR  et  PMR ,  complément  de  TMP. 

1%.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d'une  courbe  proposée,  lorsque  le  point  de  contact 
s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine  des  coordonnées, 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a ,  comme  l'hyper- 
bole, des  lignes  droites  pour  asymptotes  {Trig.  i63}, 
ff,  déterminer  leur  position, 
ne.  5.  Od  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  MX,  fig.  S , 
qui  a  une  asymptote  RS,  à  mesure  que  le  point  Jt/ 
s'éloigne  de  l'origine ,  la  tangente  MT  s'approche  de 
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l*a9jmptote  y  et  les  points  TeiD  marchent  respedire-» 
ment  vers  les  points  R  et  Ey  en  sorte  que  AR  et  j4JE  sont 
des  limites  que  les  valeurs  de  A  Tel  de  j4D  ne  sauraient 
franchir  I  ni  même  atteindre,  mai»  dont  elles  peuirent 
approcher  aussi  pr^  qu'on  voudra.  II  suit  de  là  que  pour 
trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes ,  il  feut<3bercher 
si  les  expressions  de  AT  ei  de  AJ?,  relatives  4  Q^^e 
courbe,  sont  susceptibles  de  limites;  et  lorsque  cela 
arrivera.,  ces  limites  étant  construites,  donnerant  les 
deux  points  R  et  Ey  par  lesquels  oà  miknera  là  droite 
as  y  qui  sera  l'asymptote  démandée. 

Les  expressions  de  AT  ei  de  AD  se  tirent  de  cdie  de 
PT'y  la  première,  en  observant  que  ^T'rss^P — PT} 
la  seconde,  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT{^)  :  on  les  déduitaussi  de  Téquation  de  la  tan- 
gente (68),  en  faisant  successivement  y=o  et  x'=o. 
(7V^.87).  On  trouvera. 

Si,  Pune  des  quantités  AR  ou  AE  restant  finie , 
Pautre  devenait  iufinie  y,  il  est  évident  que  l'asymptote 
serait  parallèle  il'axe  sur  lequQl.se  trouve  cette  dernière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 
avoir  la  courbe  proposée ,  il  faut  faire  successivement 
se  ei  y  infinis,  et  substituer  dans  les  expressions 
de  AT  ei  de  AD,  chacun  des  résultats  dilTércns 
que  donnent  l'une  et  l'autre  hypothèse.  Lorsque  ^7* et 
AD  seront  infinies  en  même  temps,  on  en  conclura 
que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptote. 

Si   l'on  fait  attention  que  AD  ^=i '^  AT  J^  y  on 


.1^ 


{*)  {1  faat  rcmarqaer  qno  dans  la  figart ;  la  ligne  ATui  négaiÎTe. 
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jerra  que  ce»  deux  lignes  peuirent  Atre  nulles  en  même 

dy        . 
temps  ;  excepté  le  cas  oii  -p  serait  nul  on  infini.  Quand 

elles  s'éranonissent ,  Fasyjmptote  passe  par  l'origine  des 

«coordonnées  ;  mais  comme  ce  n'est  encore  qu'un  point 

de  cette  asymptote  j  il  faut,  pour  en  déterminer  la  direc- 

dy 
tion,  chercher  la  limite  de  l'expression  ^,  qui   re* 

INréseste  la  tangente  de  l'angle  «i^TP  (6a)  ,  et  l'on 
•oiitient  la  tangente  de  l'angle  SRB. 

74*  Ce  qui  précède  étant  appliqué  à  Féqualion 

'•*■'■ 

^*  =  mx  +  n*% 

conduit  à 


^7-=, ^-=-=: 


mx 


AD  =  r— 


m  +  7.tix       OT+a/up' 
mx-^-iinx^  mx 


V  :i\/ 771X  +  nx* 

Les  derniers  merohres  de  ces  équations  pouvant  être 
ipis  sous  les  formes 

m  m 


leurs  limites  respectives,  dans  lecasoii  l'on  suppose  x 
inGnie,  sont 

^AR    et    — rzi:=zAE. 

Si  71  était  nulle^  les  expressions  de  AT  et  de  AD 
deviendraient  infînies  en  même  temps  que  x^  et  la 
courbe  proposée  n'aurait  point  d'asymptotes;  elle  n'en 
aura  pas  non  plus,  lorsque  n  sera  négative,  parce  qu'alors 
son  équation  n'admettra  point  pour  x  une  yaleur  infinie. 
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Dans  U  boorbe  représentée  par  Véquation 

■ 

on- a 

9^  —  ay'  f  —ax' 

et  poar  trouyer  la  limite  yers  laquelle  tendent  œs  ex- 

Î pressions ,  'k  mesure  que  y  augmente^  il  faudrait 
e  remplacer  par  sa  limite  >  et  connaître  par  consé- 
quent sa  Taleur  en  x  ;  mais  Ton  peut  suppléer  à 
cette  Taleur j  dans  rexero{>le  présent,  par  un  artifice 
analytique  £Drt  simple.  Si  l'on  fait  yz=itx  ^  l'équation 

proposée  devient  divisible  par  s*^  on  en  tire  x  =         ^  ; 

et  il  est  facile  de  Toir  alors  que  la  supposition  de 
*= — I,  rendra  x  infinie,  et  donnera  j^.rr:  — ». 
En  changeant  ^  en  —  s  dans  les  expressions  de  AT 
et  de  jâD^  puis  prenant  les  limites,  on  aura 

et  menant  par  les  points  R  et  E^fig.&y  construits  fig.  6. 
avec  les  valeurs  précédentes  y  la  droite  RE ,  elle  sera 
l'asjrmptote  des  brandies  A  Y  et  AZ, 

Des  courbes  osculatriçes. 

75.  La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  de  toutes 
les  droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points , 
on  peut  I  par  analogie ,  chercher  en  général  parmi  toutes 
les  lignes  d'une  espèce  donnée,  la  limite  de  celles  qui 
coupent  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné  de 
points.  On  sait,  par  exemple,  qu'il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  oerde;  on  peut  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée,  et  chercher 
à  quel  cercle  en  particulier  l'on  arrivera ,  si  les  trois 
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points  viennent  k  coïacider.  Ce  cercle,  qai  m  ooiifine 
le  cercle  osculateurj  sera  la  liioîte  de  tous  les  autres, 
comme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  sécantes;  mais 
le  caractère  que  je  viens  de  lui  assigner ,  quoique  sufiB- 
sant  pour  le  déterminer,  n'offrant  rien  qui  puisse,  à 
l'oeil,  le  distinguer  .des  cercles 'simplement  tangens , 
Yj  substituerai^  les  considérations  suivantes  (^. 
•  On  a  vu, ''dans  \es\ÊUmen8  de\Géoméirie,  qu'entre 
un  cercle-  et  sa  ^tangente,  il  ne  pouvait  passer  aucune 
autre  droite,  mais  qu'il  y  pi^it  une  infinité  do  cercles. 
De^méme  entre^une  conrbe  quelconque  et  sa  tangente, 
on  ne  peut  faire  passer  aucune  autre  droite,  mais  l'on 
peut  y  faire  passer  une  infinité  de  cercles  de  rayons 
diflérens ,  ayant  la  même  tangente  que  la  courbe ,  et 
parmi  lesquels  il  doit  s'en  trouver  un  qui,  dans  les  en- 
virons du  point  de   contact ,  s'approche  plus  de  la 
conrbe  proposée ,  que  tous  les  autres. 

Pour  exprimer  ces  considérations  analytiqucment, 
soient  x  et  j^ ,  je'  et  y,  x"  et  y"  les  coordonnées  de  trois 
courbes  diverses  ayant  un  point  commua,  c'est-à-dire, 
pour  lequel  on  ait 

x  =  x  =ar,         y  =  y  ^y  .. 

Si  Ton  prend  d'abord  la  différence  des  séries 
.    dvA  .    d»y  A»    ,    (Py     A'       ,     . 

qui  expriment  les  ordonnées  des  points  correspondans 

{*)  Oq  peut  voir  daxiB  le  Traité  da,  Calcul  différentiel  et 
du  Calcul  intégral,  in-4<»,  t  I,  n»  aag,  et  L  III,  n«  aaQfl,  page (538, 
le  calcal  fonde  sur  cette  rcuuioa  d'intersections  >  qni  mérite  dVtrc 
observée  comme  un  fait  remarquable  de  la  théorie  des  Itmitei* 
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■  il  Paliscîsse  x-^^h^  dans  les  deux  premières  courbes  »  on 
^  trouvera  en  gcoéral 

■  \dx      dxVT'^V^      dWi.2 

/dv_dyN_^^  • 

m 

pour  l'expression  de  la  distance  N^N,  fig,  7 ,  de  ces  fio.  7. 
courbes  dans  le  sens  des  ordonnées ^  et,  en  remplaçant  y 
et  SOS  coeflSciens  diflërentiels  par  y"  et  ses  coefiiciens 
difiërentiels,  on  aura  l'expression  de  la  distance  JV'iV 
"'«ntre  la  première  courbe  et  la  troisième.  Soient  i^  et 
/'  ces  deux  distances  ;  leurs  expressions  seront  donc  de  la 
forme 

1  1.2    '  1.2.3     '  < 

r^A'^+B'  —  ^C  -^  +  etc. 
I    '  1.2  1.2.3 

Cela  posé,  dans  la  comparaison  des  séries  précédentes, 

^  on  pourra  supprimer  le  factear  A^  commun  à  tous  leurs 

termes;  et  pour  que  ^<^^',  c'est-à-dire,  que  la  seconde 

courbe  s'approcbe  plus  de  la  première  que  la  troisième, 

il  faudra  que 

^' +  B' ^  +  C  ^ +elc.  <  ^''+ZÎ'^  +  C  ^  +  été. 

Cette  condition,  devant  avoir  lieu  quelque  petite  que 
soit  A ,   dépendra  des  valeurs  relatives  des  premiers 
termes  A'  et  A'   (62);  mais  si  l'on  posait  jf-:^o, 
^  elle  deviendrait 

-      2^'*  +  C-^  +  etc<^'  +  /?*-  +  C-^  +  etc.; 

«  2  2.3  ^        *         2  2,3  ' 

?■  et  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  s'évanouis- 
sant  lorsijue  A  =  O;  ce  que  ne  fait  pas  le  second;  serait 
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nécessairement  plus  petit  qne  oelui-ci^da  moins  pour 
une  valeur  de  h  très  petite^  tant  que  A"  ne  serait  pas  nul  ; 
ainsi  la  seconde  courbe  s'approcherait  tonjours  plus 
de  la  première  que  la  troîsiënie. 

Mais  si  l'on  avait  en  même  temps  A"  z=:Of  la  condi- 
tion il  remplir,  dans  la  situation  respective  assignée  aus. 
trois  courbes  j  serait  r 

^l  +  C^^  +  ^cKB-l  +  C^^  +  ^c; 

en  j  supprimant  le  fadeur  commun  -,  elle  de- 
viendrait 

et  si  l'on  posait  ^  =  o ,  elle  aurait  lieu  tant  que  B" 
ne  serait  pas  nul. 

Cet  examen  ;  qu'on  peut  pousser  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra f  fait  voir  que  si  l'expression  Je  i"'  commence  par 
un  terme  où  l'exposant  de  h  surpassé  celui  que  porte 
cette  lettre  dans  l'expression  de  ^"f  on  aura  toujours 

Quand  la  seconde  courbe  est  telle,  qu'au  point  M  y  on 
a  les  71  équations 

'—    d/_4y  ^_ày        d"-y _  d^-y 

« 

les  n  —  1  premiers  termes  de  l'expression  de  ^'  s'éva- 
nouissent, et  elle  commence  alors  par  le  terme  affecté 
de  h'^y  si  donc  la  troisième  courbe  n'établissait  l'égalité 
entre  ^%  jf  et  leurs  coelficiens  différentiels,  que  jusqu'à 
Tordre  tj  — 2  indusivement ,  l'expression  de  i""  com- 
mencerait au  terme  affecté  de  A"""'  ;  on  aurait  y<^y , 
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€m  9  ce  qui  rerient  an  mème^  qu'elles  soient  satîsAntes 
par  les  valeurs  de  s,  ^y  d^,  d*^,  relatÎTes  au  poÎDl  M 
dans  la  première  courbe;  on  aura  donc 

(*-«)*4-(:r  — /8)*=y% 
(*— -i)d*+ (^  — ^  d>=:o, 
djf*+dj^+Cr  — /8)d»^=o: 

mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées ,  puisqu'elles  appartiennent  à  un  point 
particulier  i^^  il  faudra  que  les  quantités  m,  /S  et  y  re- 
$oiTent  des  Taleurs  propres  à  Térifier  lès  écj^uattons 
ci-  dessus. 

En  déterminant,  par  les  deux  derniëres  équations,  les 
Taleurs  de  j^ — ^8  et  de  x — «,  pour  les  substituer  dans 
la  première,  on  trouvera 

dar»  +  dr* 

77»  Toutes  les  courbes  qui  ont  un  point  commun,  et 
dont  les  ordonnées  ont  à  ce  point  le  même  coefiicient 
diflerentîel,  y  ont  une  tangente  commune  et  se  toucbent 
par  conséquent  ;  mais  elles  peuvent  se  distinguer  les  unes 
des  autres,  comme  le  cercle  qu'on  vient  de  déterminer 
se  distingua  de  tous  ceux  qui  napprochent  pas  aussi 
près  de  la  courbe  proposée.  Cest  pour  cela  que  les  con- 
tacts se  divisent  en  ordres  |  suivant  le  nombre  des  coef- 
ficien's  différentiels  consécutifs  qui  reçoivent  b  même 
valeur  dans  cbaque  courbe. 
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^r  fe  pohttt  ^10  «ir  la  courbe  proposée^  ont  hi  même 
tangente  tjaé  cette  courbe ,  et  là  touchent  par  consé- 
quent; mais  6e  qu'il  faut  bien  remarquer,  cÂest  que  les 
uns  la  touchent  en  dedans,  les  autres  en  dehors  ou  Pem- 
brassent,  et  que  le  cercle  osculateur  sépare  les  premiers 
des  seoonds. 

En  effet,  si  Fon  affecte  les  coordonnées  s%  y",  aux 
cercles  simplement  tangens,  coihme  ib  ne  rempliront 
que  les  conditions 

•n  aura 

r  =  ir«  —  +  r -:^ +etc, 

expression  dont  le  signe  dépend  de  celui  de 

d^;        dV 

en  sorte  que  le  cercle  tangent  sera  au-dessous  de  la 

dV       d"y 
courbe,  par  rapport  à  Paxe  des  x,  si  ~^  <  -j^ ,    et 

au-dessus  dans  le  cas  contraire  ;  mais  entre  les  yaleurs 
de  «,  fi  y  y,  qui  conviennent  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces 
cas ,  se  trouvent  celles  qui  répondent  à 

dy[_d^ 

et  qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (76},  donnent  le  cercle 
osculateur. 

Cette  manière  de  le  déterminer,  rend  pour  ainsi  dire 
sensible  à  l'ceil ,  la  relation  de  sa  courbure  avec  celle  de 
la  courbe  donnée ,  puisque  la  courbure  de  cette  dernière 
est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles  qui  la 
touchent  en  dedans,  et  plus  grande  que  celle  des  cercles 
qui  la  touchent  en  dehors.  Aussi  prend-on  pour  mesurer 
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80.  Lef  coordonnées  «  et  /S  du  œntre  da  cercle  oscula- 
teur,  étant,  ainsi  qae  son  rayon  y,  des  fonctions  de  x, 
Tiirientà  cbaque  point  de  li^  courbe  proposée;  l'en* 
semble  de  toutes  les  positions  de  ce  centre  forme 
ne  9.  une  courbe  FZ ,  fig,  9,  dont  les  coordonnées  sont  « 
et  iSy  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés  remarquables, 
qu^on  déduit  aisément  des  équations 

{x—^r    ^{y-f^Y   =y'-.. (1), 

(jT  —  «)djp  +  Cy  —  i8)djr  =  o .,.  (2), 

dx^  +  dj^  +  Cy— /3)d'j^=o (3), 

trouvées  dans  le  n°  76. 

I®.  La  relation  entre  «  et  /S ,  ou  l'équation  de  la  courbe 
FZ  y  s^obtient  en  éliminant  x  ei  y  entre  l'équation  de  1§ 
courbe  proposée  et  les  équations  (a)  et  (3) ,  après  qu'on 
a  mis  dans  celles-ci  les  valeurs  de  d^  et  de  d'^. 

a®.  La  seconde  équation  |  ^lonnant 

est  celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  les  coor- 
données sont  a  et  fi  (68),  c'est-à-dire,  du  point  O 
de  la  courbe  FZ ,  au  point  M  de  la  courbe  propo- 
sée DX. 

3®.  En  différentiant  les  deux  premières  équations  non- 
seulement  par  rapport  k  x,  y ,  mais  encore  par  rapport 
aux  quantités  et ,  iS  et  y ,  en  tant  que  ces  dernières  sont 
fonctions  de  jp^  on  aura 

(ar— flt)d*+(j'— /8)d  j'— (ar— a)dat—  Ct— /S)d|8  =  ydy , 
dx^+dj^^+O'— /B)d'j^— dtfdar— di8d^  =  o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  a 

—  (x  — «)d«  — (j^  — /8)d^=:ydy (4), 

—  àmdx  —  d^^  =  o  ......  r (5)  ; 
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Tl3 


la  dernière  donne  T*  =  "~~  x:  »  expression  qui  chaDge 

à» 


et  qni  montre  par  conséquent  que  la  normale  3Î0^ 
ot  tangente  à  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  cr 
et  ^  (9  et  68);  c^est-à-dire,  à  la  courbe  FZ. 

4*«  Si  l'on  met  cette  demîëre  Taleur  de  y-^fiy 
dios  les  équations  (i)  et  (4),  et  qu'on  élimine  en- 
ante  s — «t  on  aura 


dv^  =  da*+di8*,  ou 


àa      y   '^d«»' 


oe  qni  dmme  le  coefficient  différentiel  de  y^  par  rap- 
port k  la  variable  a;  or,  cette  expression  est  aussi 
celle  du  ooeffident  différentiel  de  l'arc  de  la  courbe 
doDtles  coordonnées  sont  «  et  ^8  (64)  ;  et  il  résulte  de  cette 
identité,  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  Tarie  par  les 
ifiRerenoes  que  l'arc  de  la  courbe  FZ   (aS)» 
qni  mérite  la  plus  grande  attention. 
En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateur  du  point 
Jf,  étant  tangeiPt  à  la  courbe  FZ  y  a  nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  un  fil  en- 
Teloppé  autour  de  la  conTCxité  de  cette  courbe ,  lors- 
qu'en  le  développant  9  on  serait  parvenu  au  ])oînt  O. 
On  remarquera  qu'en  poursuivant  le  développement  de 
0  en  et 9  ce  fil  s'allongerait  d'une  quantité   égale  à 
Farc   OOt  de  la  courbe  FZ  \  et  comme ^  par  ce  qui 
frécède ,  la  différence  des  rayons  OM  et  O'M*  est  aussi 
épie  an  même  arc  Off^  il  ^ensuit  que  le  bout  M  du 
fil  se  trouverait  encore  en  M'  sur  la  courbe  propo- 
Calc.  diff.  8 


Il6  TBAlTi  iLhSESTAlRM 

il  en  résultera 

Si  Fon  subttHiie  la  Taleur  de  y,  ctani  cette  eipres- 

•!on,  on  aura 

£ 

Telle  est  Fexpression  générale  du  rajon  de  ooarbore 
dans  les  lignes  du  second  degré  ;  on  la  particularisera  en 
donnant  à  m  et  à  n  les  râleurs  qui  conTÎennent  à  chaque 
espèce  de  ces  lignes  (7*/^.  157). 

Ce  résultat  se  réduit  k  {m,  lorsque  «  =  o;  la 
courbure  des  lignes  proposées  est  donC|  k  leur  sounnet, 
la  même  que  celle  du  cercle  décrit  d'un  rayon  égal  au 
demi-paramètre  (  Trig,  1 38). 

En  rapprochant  la  râleur  .de  y  de  celle  qu'on  a 
trouTée  dans  le  n°  66  pour  la  normale ,  on  yerra  que 

y  r=: y  ou  que  le  rayon  de  courbure j  daru  les  lignes 

du  second  degré,  est  égal  au  cube  de  la  normale  divisé 
par  le  quarré  du  demir-paramètrem 

Dans  la  parabole  oii  n  =  o ,  on  a  seulement 

On  appliquerait  de  même  les  expressions  générales 
de  »— «  et  de  y^fi,  et  mettant  pour  j  sa  valeur, 
on  aurait  deux  équations  en  jc,  «  et  /S ,  desquelles  ^ 
éliminant  x,  on  déduirait  l'équation  en  «  et  /t,  appar- 
tenante k  la  déyeloppéc«  Je  n'efiTectuerai  ce  calcul  que 
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posÀd  de  deux  branchée  DF^k  'Dft  ^^^  ^^  pmmîttg 
engendre,  par  son  déreloppemenfc,  la  branche  AXAe 
la  parabole  ordinaire  XAx ,  et  la  seconde  produit  la 
branche  Ax. 

82.  II  faut  obsenrér  que,  poilr  la  description  de  la 
parabole  XAx  j  par  le  dételoppement  de  la  courbe 
FDfj  le  fil  enyeloppé  autour  de  Funeou  de  l'autre  des 
branches  DF  et  Df^  doit  aToir  au  point  D,  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD^  une  longsaur  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A,  c^est-à-dire-, 
k  la  moitié  du  parâttlUfé  fte  la  parabole;  tout  antre 
point  y  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil,  produirait  une  courbe 
différente.  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  \l>,  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors,  aendt 
nul  à  son  origine ,  et  par  conséquent  elle  aurait  à  ce 
point  une  courbure  infinie  (78). 

On  Toit  aussi  que ,  puisque  la  longueur  de  l'arc  DF 
est  égale  à  la  différence  entre  le  rayon  de  courbure 
correspondant  MF^  et  le  rayon  de  courbure  AD  qui 
appartient  a  l'origine ,  la  courbe  FDf  est  rectifiabU , 
c'est-ii-dire,  qu'on  peut  assignerdes  lignes  droites  qui 
soient  de  la  même  longueur  que  ses  arcs. 

Cette  remarque  est  générale,  Car  puisqu'on  peut  ton** 
jours  parvenir  à  Texpression  du  rayon  de  Courbure  des 
courbes  algébriques,  les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiablcs. 

Recherche  des  points  singuliers  des  courbes,  et 
examen  des  valeurs  particulières  que  les 
coefficiens  différentiels  prennent  dans  cer-^ 
tains  cas. 

83.  On  appelle  points  êinguUên  d'une  courbe ,  ceux 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar* 


m  CAIXnTL  UIFrisENTlEL.  IIQ 

q«rfih  Une  grande  partie  de  ces  circonstances  le 
rencontrant  dans  la  famille  de  courbes  représentée 
par  Péqnation  très  simple 

nous  allons  discuter  particulièrement  celte  équation ,  en 
rapprodiant  toujours  les  considérations  géométriques 
des  considérations  analytiques ,  pour  éclaircir  les  unes 
parles  autres. 

La  première  question  qui  se  présente,  est  la  déter- 
mination de  la  marche  des  valeurs  des  ordonnées  y^ 
poor  aaTOÎr  s!  elles  croissent  ou  décroissent  indéfînimenti 
ou  bien  si  leur  accroissement  s'arrête  lorsqu'elles  ont 
atteint  on  certain  degré  de  grandeur,  et  se  change  en 
décroissement;  ou  bien  enfin,  s\y  après  aToir  atteint  un 
certain  degré  de  petitesse ,  leur  décroissement  se  change 
en  aocroîssement.  I^  valeur  qui  a  lieu  dans  le  passage 
de  raccroissement  au  décroissement,  étant  plus  grande 
quecdies  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement,  i^appelle  un  maximum;  le  ininimum  est  celle 
qnî  répond  au  point  ou  le  décroissement  se  change  en 
accroissement-, celle-ci  est  par  conséquent  plus  petite  que 
les  Taleurs  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement: je  dis  immédiatement,  parce  qu'il  j  a  des  func- 
tions  pour  lesquelles  ces  alternatives  ont  lieu  plusieurs 
fois. 

On  a  dé)k  tu,  dans  le  n®  62 ,  que  les  coordonnées  posi- 

ôy 
ivres  d*une  courbe  sont  croissantes  tant  que  ^  a  une 

■ 

fileur  positive,  et  qu'elles  sont  décroissantes  dans  le  cas 

contraire    II  suit  donc    de  là    qu'au  maximum  ain>i 

dv 
qu'au  minimum,  le  coefficient  différentiel  j-  change 


12»  TKAITi' EtiMENTAIRB 

de  signe  :  il  Ta  da  positif  an  négatif  dans  le  premier  cas, 
et  du  négatif  au  positif  dans  le  second. 
L'équation  prise  pour  exemple  donne  en  général 


d 


X 


z^mcÇx'^  a)"^* , 


quantité  dont  le  signe  change  a^ec  celui  de  x,  ou  se 
conserve  le  même ,  suivant  la  nature  de  l'exposant  m, 

I*.  Si  cet  exposant  est  un  nombre  pair,  m— i  sera  un 
nombre  impair,  et(jr — a)"*''  sera  négatif  quand  x^a, 
positif  quand  x>  a;  ainsi  il  j  aura  minimum  lorsque 
«  =  a ,  ce  qu'on  peut  vérifier  immédiatement  sur  la 
fonction  j^.  En  y  faisant  x  =  a — h  et  x^ia  +  h, 
on  obtiendra ,  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas,  y=:zb+ch^, 
valeur  ^  b  qui  répond  à  jr  =  a. 

Cette  dernière  valeur,  donnant  -^  =  o  lorsque  l'ex- 
posant 7it-^i  est  positif,  montre  que  la  tangente  est 
parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  ce  que  représente  la 

ic.  II.  figure  1 1 ,  au  point  M  dont  Fabscisse  AP  =a ,  et  l'or- 
donnée PMz=:  b. 

Si  la  quantité  c  est  négative,  ce  qui  donne 

y=^b — cÇx — a)"",  tout  restant  d'ailleurs  le  même,  le 

ic II.  poii^t  Myjig.  12,  est  un  maximum,  et  la  tangente 
demeure  toujours  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

2°.  11  n'y  aurait  ni  minimum  dans  le  premier  cas, 
ni  m^aximum  dans  le  second  ,  si  l'exposant  m  était  im- 
pair. Alors  m—  i  étant  pair,  {x — a)"*""'  garderait  toujours 
le  signe  +,  quel  que  fût  celui  de  x — a;  et  en  cfiet,  si 
l'on  pose  successivement  x  ■=.  a  —  h  ,  jf  =  a-J-/r,  on 
trouve,  c  étant  positif, 

valeurs,  l'une  «^ 6 ,  et  l'autre ^ b,  qui  répond  àx  =  a\ 
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loraqu'on  y  fait  x=/8,  *==:o,  *=  —  /i. 

VIS.  14.     donndéré  sar  la  figure  i4 1  ce  minimum  présente  une 

dr 
forme  différente  de  cela!  de  la  figure  1 1  ;  car  ^  dere- 

nant  infini ,  la  tangente  ilf  T^est  perpendiculaire  à  Paie 
des  abscisses.  On  Toit  d'ailleurs  par  l'expression 

que  ce  coefficient  différentiel  ayant  uneTalenr  n^tire 
quelle  que  soit,  la  courbe  tourne  toujours  sa  coU" 
cavité  Tcrs  l'axe  des  abscisses ,  et  prend  par  conséquent 
la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

Le  point  M,  011  la  courbe  s'arrête  brusquement  li  la 
réunion  des  parties  DM  et  EM,  se  nomme  rebrousse^ 
menij  et  se  distingue  assez  du  point  :l/dc  la  figure  1 1  ; 
mais  cependant  il  doit  être  compris  dans  l'espèce  du 
Thinimum;  car  si  Ton  dressait  une  table  des  valeurs 
numériques  des  ordonnées  de  la  courbe  DE ,  on  ne  Ter- 
rait autre  cbose  dans  cette  table,  pour  jr  =  a,  qu'un 
nom1)re  plus  petit  que  1c  précédent  et  le  suivant ,  ce  qui 
jest  bien  un  Téritable  minimum, 

II  y  a  un  maximum  analogue  ;  l'équation 

riG.i5.  ^^  fournit  un  exemple,  fig.  i5. 

Ainsi,  pour  donner  une  règle  qui  fasse  connaître,  sans 
exception ,  tous  les  points  ob  les  ordonnées  d*une  courbe 
de  croissantes  deviennent  décroissantes,  ou  vice  versdj 
il  fautpreserire  9 égaler  à  géro  ou  à  f  infini  V expression 
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pMie  du  positif  au  n^atif  quand' ou  Ta  dlf  x^^a  a 

L'ordonnée  ^  conseryant  dans  Pun  et  Pautre  cas  une 
valeur  réelle,  fait  Yoir  que  la  courbe  s'étend  de  chaque 
côté  du  point  ob  4P  =  a ,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  pour 
l'équation 

a 

k  cause  que  (âr—  a)^  devient  imaginaire  quand  x^a\ 
et  il  en  sera  de  même  dans  tous  les  cas  oh.  Texposant 

de  47  —  a  sera  une  fraction  de  dénominateur  pair;  mais 

s 
il  faut  faire  attention  qu'alors  (jc  —  a)^ ,  étant  un  ra- 
dical de  degré  pair,  est  susceptible  du  signe  dt.,  ce  qui 

FiG.  i6.  montre  que  le  point  Mj  fig,  i6,  est  la  réunion  de  deux 
branches  DM  et  EM. 

FIG.  14.  Dans  le  rebroussement  indiqué,  ^^.  i4,  les  deux 
branches  se  touchent  par  leur  convexité;  mais  il  arrive 
quelquefois  que  l'une  embrasse  l'autre  :  l'équation 

en  offre  un  exemple.  Si  on  la  résout  par  rapport  k  y  ^ 
on  trouve 

et  l'on  aperçoit  aisément  que  les  deux  branches   de 

courbe  fournies  par  les  valeurs  de  j^  se  réunissent  au 

FIG.  17.  point  A  y  fig.  17,  correspondant  à  x=:o,  et  qu'elles 

ne  passent  point  dans  la  partie  des  abscisses  négatives , 

puisqu'alors  le  terme  x^  devient  imaginaire;  mais  les 
expressions 
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▼aleor  né^m  à  la  brandie  inférieure;  Pane  el: l'autre 
no.  30.  seront  réelles  si  a^c,  et  produiront  la  figure  ao. 

Lai  foisi»  ob  platieun  branches  se  réimistent  et  ee 
renooBtrent  se  nomment  jMmls  multipUê;  oeluiqnenoits 
▼enons  d'indiquer  est  on  point  doobleypnîsqtt'iij  puise 
deux  branehes. 

Si  Pon  généralise  Pexpressbn  préoédente  de  ff  dans 
la  forme 

le  point  correspondant  h  xs=^a  ne  sera  double  que 
pour  les  valeurs  paires  de  l'exposant  m^  parce  qu'alors 
seulement  le  radical  sera  susceptible  du  double  signe  it:^ 
Cette  remarque ,  due  à  M.  Poisson  j  concourt  bien  ayec 
ce  qu'on  a  tu  dans  les  articles  précédens,  pour  montrer 
qu'il  n'y  a  que  la  discussion  ou  Pexamen  de  la  courbe^ 
aux  environs  du  point  singulier^  qui  en  puisse  faire  con- 
naître Pespbce. 

H  faut  encore  remarquer  que  si  Pon  faisait  passer 
le  facteur  x — a  sous  le  radical^  dans  la  première  expres- 
sion de  y,  on  aurait 

y=b+]/{x  —  ay{x  —  c), 
ây  _  a(jr  ->  g)  (jf — c)  +  (x—  g)* 
.      àx  a  t/Ôê"— «)•(*'-- c)        ' 

et  que  la  supposition  de  x=a  donnerait  -p:=-,  i 

cause  du  facteur  x  —  a  qui ,  maintenant ,  est  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction.  En  le  supprimant ,  on 
retrouTO 

ày^2(x'^c)+x—a_^yz T  .      '  —  ^ 

<^  nyx-^c  ^yx^-^c 
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culiëre  de  quelque  constante  de  ion  éqnation.  La  courbe 
correspondante  à  Téqnation 

qui  donne 


=-v/ 


x{x  —  b)[x  +  c) 


offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  a  d'abord  le 
FTo.  29.  cours  représenté  dans  la  figure  22^  la  supposition  de  c=:o 
pitf.ai.  réduit  la  partie  AF  au  seul  point  A^  fig.  21 ,  comme 
PIC.  33.  on  l'a  vu  ci-dessus  i  elle  prend  la  figure  23  lorsque  £^=0, 
riG.a4.  sans  que  c  s'éranouisse^  et  la  figure  24 «  si  l'on  fait  en 

même  temps  6  -=:  o ,  c  =  o. 
La  fonction 

y={x—a)\x  —  b)^, 

oh  m  et  7»  désignent  des  nombres  entiers  positifs , 
et  où  l'on  suppose  a-^b  , donne,  lorsque  x-^a ,  m — i 
coefficiens  différentiels  nuls;  ce  n'est  qu'à  l'ordre  m  que 
l'imaginaire  paraît. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  :  ce  sont  ceux  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  d'inflexions  qui  se  réunissent  en  une 
seule  (*). 

87.  Toutes  ces  espèces  de  points  se  forment  en  gé* 
néral  de  la  réunion  de  plusieurs  brancbes,  produite  par 
l'égalité  à  laquelle  parviennent  diverses  valeurs  de  y^ 
ainsi  que  cela  a  lieu  dans  Téquation  yz=b'-\'  c{x — a)"*^ 
quand  l'exposant  m  est  un  nombre  fractionnaire  ;  mais 

('*')  ^o/cz  pour  ces  points  et  ponrceQxdc  serpeniement  àom  \\% 
dviiviiit,  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  inté^ 
gral ,  1. 111 ,  page  633  ,  n*  190. 

é 
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celle  circonstance  amène  des    coefficîens  différentiels 
îafinis^  puisque  dans  l'expression 
d"r 

Texposant  m  —  rs  devient  négatif  df*s  que  n^m,  cl 
qa*à  partir  de  ce  terme ^i  la  supposition  de  x  =  a,  rend 
irnSoii  tons  les  coelficiens  différentiels. 

la  mftme  chose  a  lieu  quand  la  relation  entre  y  et  x 
vt  donnée  par  une  éqaation  où  les  variables  sont  mô- 
léo.  En  effet ,  soit  m  =  o  une  équation  quelconque 
oitrex  et  ^;   on  aura  ^'ntTalement 

ou 

clv 

Hais  quand  une  valeur  particuliiTC  xt=ia,  rend  égales 
plusieurs  des  valeurs  de  y  ,  la  fonction  i^ ,  qui  ne  cou- 
tient  plus  alors  que  les  quantités  ret  a,  prenant  la  forme 
gTf^^ft)»,  conduit  h 

valeur  qui,  devenant  nulle  lorsque  y=  b,  rend  infinie 

celle  de  -r-  si -r-  ne   s'é^'anouit  pas,   et  donne    '   b'H 
dx       dx 

i^évanonit,  ce  qui  arrive  quand  il  a  pour  facteur  x  —  a 

ou  jf— i- 

Les  équations 

(y—ày—ix'-a)  ~  o  ,  (  V— /O- — (a—^O*  ^  o  , 
d'où  l'on  tire 

ày  I  dj' i^.f.v — u) 

dî""  ^{y-ù)  '  l\x  "~  30  — Z»)"^  ' 

idurnîssent  des    oxrniplos  do  ces  cas,  li.irs(|u'on  y  iail 

Cale,  iiiff*.  \) 
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xzi=a,  'iS'oii  il  résulte  y=:zb;  mais  en  mcltantpour  ^ 
sa  valeur  dans  le  second  cas^  et  supprimant  les  facteurs 

communs  aux  deux  termes  de  la  fraction ,  on  trouTe  -^ 

dx 

infini  y  quand  x^=a, 

88.  It  rst  éTÎdent  que  lorsque  les  coefficiens  diffé- 
rentiels deyiennent  infinis,  la  série  de  Tajlor,  formée 
par  ces  coefiiciens,  ne  peut  plus  être  employée;  mais  il 
n'y  a  pas  ici  pTus  de  paradoxe  que  dans  toutes  les  autres 
circonstances  ou  il  se  manifeste  des  exceptions  dans  les 
formules.  Lorsqu'on  remonte  à  l'origine  de  ces  formules, 
on  reconnaît  que  le  caractère  qui  annonce  l'exception 
montre  en  même  temps  pourquoi  elle  a  lieu. 

En  cflct,  la  série  de  Taylor,  exprimant  le  second 
état  d'une  fonction  u  dont  la  variable  x  a  reçu  l'ac* 
croissement  h  (28),  ne  doit  en  général  renfermer  que 
des  puissances  entières  de  h  (20) ,  tant  qu'on  y  laisse  x 
indéterminée;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les 
valeurs  particulières  de  cette  variable.  Par  exemple  , 
lorsque  x  =  a  +  A  ,  la  fonction 

l 
u  =  b  -^  c(x  —  a)*, 

devient 

p  p 

u=  è  +  c(a  4-  A  —  a)^  =  è  +  ch, 

et  pareille  chose  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  disparaîtra 

une  quantité  soumise  à  un  radical;  car  si  la  substitu- 
as 
tion  de  jc  4-  ^  >  au  lieu  de  x ,  change  en  général  \/P  en 


\/p+ph  +  qh^+ etc., 
et  qu'une  valeur  particulière  de  x  rende  P  =  o ,  l'ex- 
pression ci-dessus  deviendra 
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}_  J 

les  deux  différences  +à*,  -r- A*,  appliquées  à ia  va- 
leur unique  u^=:b,  reproduisent  les  deux  valeurs  que 
la  fottct7on  u  comporte  en  général. 

8^  On  voit  bien  ici  que  le  coefficient  différentiel  de 
la  fonction  u,  étant  exprimé  par 

conserve  h  au  dénominateur ,  et  devient  infini  quand 
/*  =  o. 

L'infini  ne  se  montre  pas  toujours  ainsi  au  premier 
coefficient  différentiel  ;  mais  on  le  trouve ,  k  partir 
d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé ,  des  que  le  développe- 
raentdc  u  — u  doit  renfermer  des  puissances  fraction- 
naires de  h» 

Soit  en  général 

u'  ==  «  +  PA»-f  Qh^.  ...+  Th*  +etc.  ; 
u    étant   fonction  du  binôme  x  +  h,  on  aura 

-—=  -.—  (19) ,  équation  dont  chaque  membre  est  aussi 

une  fonction  de  x«f-A-  Si  on  les  différentie  successivement 
par  rapport  à  h  et  par  rapport  k  x,  il  viendra 

d»u'_dV       dV  _dV  ,     ^ÎL  — ^'îfl 

dh^'^àxdh'    dxdih'^\Âx^'         "^     dA»  ""  dr*  '  ' 

et  ainsi  des  autres ,  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  u  a, 
par  rapport  à  A,  les  mêmes  coefficiens  différentiels  que 
par  rapport  à  a?  :  on  passe  ensuite  à  ceux  dez^>  eu  fai- 
sant A=o. 
Cela  posé,  un  terme  quelconque  Th*,  en  produit  dans 

d"a 
Texpression  de  -tt^  ,  un  de  la  forme 


!•■ 


>    •  •>      «    . 


•• •         ••  •      • 


•  •    •     ^ 


»••■ 


•• 


«    ■     »     • 


•  •■•«•■  • 


' •      '         ta  •« 
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de  u,  ne  fsf't  disparaitre  les  coefiBciens  différentiels  que 
jusqu'à  l'orcjremexclusiyemcnt^puisquen  opérant  ici 
comme  dans  le  n^  67 ,  on  IrouTe  que  tous  les  coeffi- 
cîeivi  différentiels  des  ordres  inférieurs  contiennent  le 
facteur  x-^ak  chacun  de  leurs  termes,  mais  que 


dx» 


=  ±:m(m — 1). . . .  i.  \^x — c  +  etc. 


Ce  ooeiBcient  différentiel  et  ceux  qui  le  suivent ,  ayant 
chacun  deux  yaleurs ,  forment  deux  séries  qui  repro- 
duisent les  valeurs  de  la  fonction  proposée. 

9 1 .  Les  considérations  géométriques  confirment  les  rê- 
ne.25.  marques  précédentes  ;on  voit  que  la  courbe  de  la  figure  25, 

qui  n'a  qu'une  seule  ordonnée  au  point  E  correspondant  à 
l'abscisse  j4  C,  ne  peut  en  avoir  deux  sur  l'abscisse  con* 
sécutive  j^c,  que  parce  que  l'ordonnée  CE  reçoit  deux 
changemens  distincts  qe  et  qe-y  mais  les  ordonnées  ce 
et  ce  n'éprouveront  plus  chacune  qu'un  seul  change- 
ment quand  on  passera  à  une  abscisse  différente 
de  j4c, 

La  même  chose  arrive  au  point  multiple  G  où  deux  • 
branches  de  la  courbe  se  coupent  ;  l'ordonnée  particu- 
lière F  G  éprouve   aussi  pour  un  seul  accroissement 
d'abscisse  Ff^  deux  changemens  rg  et  rg\ 

92.  Non-seulement  la  série  qui  exprime  le  change- 
ment d'une  fonction,  doit,  dans  certains  cas  particuliers, 
contenir  des  exposans  fractionnaires,  mais  il  peut  s'en 
trouver  aussi  de  négatifs. 

Si  Ton  avait,  par  exemple, 

P 
P  ne  renfermant  pas  le  facteur  x — a,  le  changement  de  x 
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Recherche  des  vraies  valeurs  des  expressiotis 

qui  devienfient  ^. 

94.  On  a  vu  dans  ce  qui  précède ,  que  les  coefficiens 
diflerentiels  se  présentaient  quelquefois  sous  la  forme 
I  qui  parait  indéterminée;  cependant  ils  ont  toujours 
une  valeur  déterminée  qu'il  peut  être  utile  de  conuaitre, 
et  à  laquelle  on -parvient  par  les  principes  que  je  vais 
exposer. 

Supposons' d'abord  ces  coefliciens  donnés  immédiate- 
ment par  la  yariable  indépendante.  Lorsqu'ils  sont  sous 
une  forme  fractionnaire,  si  leur  numérateur  et  leur  dé- 
nominateur ont  un  facteur  commun ,  la  valeur  qui  le 
fera  évanouir  donnera  |  :  cependant  il  est  visible  que 
toute  expression  de  la  forme 

P{x  -—  g)»" 
Q{x  —  a)"  ' 

qui  devient  |  quand  x  ::=•  a,  a  néanmoins  une  vraie 
valeur  qui  est  nulle,  iiuie  ou  infinie,  selon  que  m>>  n^ 
in-=:n,m<Cnt  puis(|u'en  eEPaçant  les  facteurs  communs 
à  ses  deux  termes ,  on  obtient 

P(x—a)'^'"'  P  P 

ou     ^ ,     ou 


i— m 


^_    ,    .„    ^,    .-     Ç(«-«)« 

Il  serait  b'.en  facile  d'arriver  à  ces  résultats,  si  le 
facteur  x — a  était  en  évidence  comme  dans  l'exemple 
du  n^  85  ;  mais  on  peut  toujours  l'y  mettre  par  la  con- 
sidération du  changement  des  fonctions,  ainsi  qu'il  suit. 

X 

Soit  —,  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 

nominateur  s'évanouissent  tous  deux  quand  x-=za\  en 
substituant  a-^rh ,  au  lieu  de  x,  les  fonctions  X  et  ^ 
se  développeront  en  séries  de  la  forme 
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cliez  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  asçeiuiànUa 
qui  expriment  le  développem>ent  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur ^  lorsque  x=a-<f*It/  réduisez  à  sa  phiê  simple 
expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers 
termes j  et  /mies  ensuite  h  =  o  .*  le  résultat  que  vous 
obtiendrez  sera  la  vraie  valeur  que  prend  la  fraction 
proposée  lorsque  x  =  a.  • 

95.  Quand  le  second  état  des  fonctions  Aet  X\ 
correspondant  à  x=:a  +A,  peut  se  développer  parle 
théorème  de  Taylor .,  on  obtient 

Y  .    dJïA       d^   A*         d'X     h'       ,     . 

^,  ,  dJCA  ,  d*X  h^       à^X     h^     ^    ^     • 

et  si  la  valeur  x=-a  fait  disparaître  X  et  ses  cocili - 
ciens  différentiels  jusqu'à  l'ordre  m,  X  ei  ses  coeffîciens 
différentiels  jusqu'à  l'ordre  n ,  la  fraction  proposée  se 
réduit  à 

+  etc. 


m 


djf "•   1.2  3 . .  . 

-j- 5 1-  etc. 

quantité  qui  sera  nulle  si  m^  n^  iniluie  si  m  <in,   et 

,     ,     ,  d-X     . 

cgale  a  jj^  si   m=  n. 

Venons  aux  applications. 

96.  1°.  La  formule  '• qui  exprime  la  somme  dos 

n  premiers  termes  de  la  progression  par  quotient 
T^ilxlx*lx^:eic,,  devient  l  quand  .t=:i  ;  cependant 
i-elle  somme,  dans  la  progression  H  i  I  «  t  i  :  i  :  etc.  à 
laquelle  on  esl  conduit  alorS;  a  une  valeur  déterminée, 


•     lA  '      • 


■  Mt      t   •    »  '    •  . 


«^ 


#•      •-• 


•  ■  ••     É 


.  ■■  .  .f  ■      •        . 


*wm    ■• 


•  ■  •      ••       ti 


•  •»  •• 


•-  ■•  I        M 


•  ■• 


••  •      ■      ••• 


I  ••  Il         •  •• 


#■  •  ■  I 


•       •      •      •  ■  •  ■  •• 


•  •' 


■  ■  ■ 


••  • 


.      »-      •  f 


•  • 


•      •       •         •    ■•■«     B.  t       I  • 


•tal-l* 


»•••       •        -■• 


t  ■   • 


•     •     ••• 


I^O  TRAITE   ÉLÉMENT AIBE 

et  la  supposition  de  jr=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme.  En  faisant  l'opéra* 
tion,  on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  jr  qui  disparaît 
par  la  diyision. 

5".  La  fonction  -: : se  i*eduit  a  -  lors- 

sinjr-|-cosjc —  i  o' 

que  Parc  x  =  i^;  mais  en  y  appliquant  la  règle >  on 

trouTO  que  sa  yraie  valeur  est  alors  i. 

6^.  J'indiquerai  encore  les  fonctions 

a — X'-a\a  +  a]x  x*  —  x 

et 


a—)/!iax—x^  1  — «  +  !*' 

dont  la  première  devient  ^  lorsque  x  =;  a  ,  et  la  seconde 
lorsque  x  =  i  :  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement 
—  1  et  — 2. 

97.  Quand  les  facteurs  qui  s'cvauouisjsenl  dans  les 
deux  termes  de  la  fraction  proposée,  sont  clcvcs  à  des 
puissances  fractionnaires,  les  développi^mens  ne  pou- 
vant plus  s'obtenir  par  la  série  de  Taylor  (88),  le 
procédé  du  n^  95  ne  réussit  pas. 


Si  l'on  avait,  par  exemple  , ^  ,    quoique    la 

vraie  valeur  de  cette  fraction ,  lorsque  :c=a,  soit  (2a)'*  , 
on  n'y  parviendrait  jamais  par  la  difTérentiation  ;  on 
trouverait  successivement 


I 

a 


etc. 


1^   premier  de  ces  résultats  devient  encore  l ,  quand 
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&ît  jr=a  f  Cl  la  ménic*  .supposition  ruml  infinis  los 
-    Bimérateurs  et  les  dénominateurs  de  chacun  d(\s  sui- 
;.  fm.  Si  l'on  fait  disparaître  les  esposans  négatifs,  en 
I    yMant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
nmérateur,   et  ifice  versât  les  expressions  nouvelles 
ijDÎ  naîtront  de  ce  cliangement  se  réduiront  toutes  à  ;^. 
Mais  si-Pon    a    recours  au   dé\'eloppcment   ininiédiat 

siifint  la  forme  du  h"  94  ,    la  fraction  ^^ -—  , 

\     ^îent 

h* 

fi  changeant  x  en  a  +  h\  ci  faisant  h^=zo ,  on  oblicr.l 

3 
h  Traie  valeur  (2^)" . 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 
^  la  différentiation  ,  dans  le  cas  où  elle  peut  s'em- 
ployer. Ce  n'est  y  par  exemple ,  qu'après  avoir  différent  ié 
futre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénomiuateur 
de  la  fraction 


i*^— 4^***  +  7fl'x  —  ?.fl^ —  2fl*  j/aflj? — 


a» 


j^_  2£ij:  —  rt"  +  9.a  V/  2a*— A"' 

qu'on  parvient  à  en  trouver  ia  vraie  valeur,  dans  le  cas 
où  x=a. 

En  écrivant  a  '^-h  an  lieu  de  .v ,  comme  le  preëcrit  la 
règle,  il  vient 

îi.£*+  M^h'^ah'  +  11?—  ^là'Va^'h^ah 
réduisant  en  série  les  deux  quantités  radieales,  on  aura 


1^2  TBAITÉ   iLéMENTAIRC 

ya*  +  2ah:=a  +  /i  - --  +--  — --  +  ctc., 

l/a*  —  hrz=ia —  3--  —  elc. 

2  a       orr 

La  8abstttuti<jp  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pré- 
cédente  donnera  —  Sa  pour  la  yraie  valeur  cherchée. 

98.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plu- 
sieurs formes  indéterminées ,  diflérentes  en  apparence 
de  I  y  mais  qui ,  dans  le  fond ,  reviennent  au  même,  et 
qu'il  est  bon  de  connaître. 

i^  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

■^  peuvent  devenir  infinis  en  même  temps;  mais  cetfc 

I 

fraction  étant  écrite  ainsi  :  — ,  se  réduit  à  ^  ,  lorsque 

X 

X  et  X'  sont  infinis. 

2°.  Il  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  coni|>o$é 
<lc  deux  facteurs,  l'un  infini  et  l'autre  nui.  Soit  P{)  cr, 
produit;  si    la  supposition    de  x  z=  a   donne /^  =  o, 

Q  =  -,  on  observera  que  F\):=:i^,  que  ---  =  o',   v{ 

sous  celte  forme,  PQ deviendra  l . 
Nous  prendrons  pour  exemple,   la  fonction 

(i— *)tang^a-jr; 

^  désignant  la  demi- circonférence.  Quand  on  y  fait 
.T  =  1 ,  le  premier  facteur  devient  nul  et  le  second  infini  ; 
mais  comme 
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1-/ 

x*]x  =:  —  — ^  ;  le  second  membre  devenant  nul  lor»-' 

que  y  est  infini ,  il   s'ensuit  que    x^lx  =  o ,  lorsque 
x=r  o. 

loo.  La  yraie  yaleur  des  coefiiciens  différentiels 
donnés  par  une  équation  o&  les  variables  sont  mê- 
lées ,  s^obtient  d'une  manière  analogue ,  en  passant 
aux  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs.  En 

effet  I  si  T-  et  ^  s'anéantissaient   dans   le  développe- 
ment de 

î(x  +  h,y+k)^fix,y)=o  (48), 

il  se  réduirait  à 

à^u  ,«    .        d'tt   , ,    ,   d*M  ,,1 
dar*  i!ixày  dy""       >  =  o  ; 

+  etc.  j 

en  y    faisant  i'  =  w/i,  on  aurait  pour  déterminer  la 

limite  de  v  ,  ou  -^  ,  l'équation 

clx 

^x^  "•"  ^  àxAy  Ax  "^  6y\àx)  ""  ""  ' 

du  second  degré,  par  rapport  au  coefficient  différen- 
tiel cherché,  et  donnant  par  conséquent  deux  valeurs 

au  lieu  d'une  seule  qu'eût  fourni  l'équation 

* 
Au       àuày 

Tx^  TyTx'^  "^  ' 

si  elle  n'était  pas  devenue  illusoire  (4B)* 
Il  est  facile  de  voir  que  si  les  trois  fonctions 

d*M        d*M        cV// 
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détenaient   nulles,  on  tomberait  sur  une  équation  du 

tnîsième  de^é,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  équations  élevées  résultent  des  diffcrentiations 

^  .«OKSsWes  de  la  première,  en  y  regardant  d*  et  ày 

î  comme  Gunstans  :  mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'arrêter 

?  â  celte  considération,  parce  qu'on  retrouve  ces  mêmes 

équations  dans  la  suite  des  différentielles  fournies  par  la 

proposée  u  =  o  ;  car  la  première 

du  ,     ,   dtt 

éUni  représentée ,  pour  abréger ,  -par 

JUdx  +  NLlY—o, 
la  différentielle  prise  en  y  regardant  j  comme  fouc- 
.     lion  de  jp,  suuant  la  ri'gle  du  n"  5o,  est  de  la  forme 
I  Pdjf*  +  Qdxdy  +  R  dy  +  iVd  V  ==  o , 

et  se  réduisant  a 

Pdx*  +  Qdxdy  +  Rdy  =  o , 

i     f  ouid  iV:=o,  devient  du  premier  ordre;  elle  donne  alors 

1  dv 

(Kttx  valeurs  de  dj,  et  par  conséquent  de  -p ,   au    lieu 

d'une  seule. 

Si  les  coefficiens  P^  Q,  R,  s'anr:anlissaient  aussi ,  il 
budrait  passer  alors  à  l'équation  diil'érentielle  du  troi- 
sième ordre,  qui  deviendrait  du  premier.  On  verra 
bientôt  (io8)  des  applications  de  celte  remanpc,  c'est 
pourquoi  je  n'en  donne  point  ici. 

loi.  La  détermination  des  maximitnut  et  des  mini— 
fnumë  étant  l'une  des  plus  importantes  de  l'analyse ,  je 
crois  devoir  la  reprendre  d'une  manière  générale  et 
indépendante  de  la  considération  des  courber. 

On  a  déjà  vu  (83)  que  It  caracLère  fumentiel  du  njaxi- 
ttum  constate  en  ce  qu'il  surpasse  en  même  temps   les 
Cale.  diff.  10 
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valeur*  qui  h  précèdent  el  celles  qui  le  uuivetU  immJ' 
diaUmeni;  le  contraire  a  lieu  pour  le  minimam  ;  il  est 
moindre  que  les  wdeurs  qui  le  précèdent  ci  qui  le  euitfent 
immédiatement. 

Considérons  sous  la  forme  la  plus  générale,  le 
développement  du  second  état  de  j;^  =  tÇ»),  lorsqu'on 
donne  à  x  une  valeur  particulière  a,  et  qu'on  dbÂnge 
ensuite  a  en  a-^'h}  eX  faisons  en  conaéqu^ce , 

u'  =  u+Ph^  +  Qh^+  /lA>  +  etc., 

les  exposans  m  y  fi  y  y,  etCj  étant  entiers  ou  fraction- 
naires, mais  rangés  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur, 
en  commençant  par  le  plus  petit.  Gela  posé,  l'état  de  u, 
correspondant  à  a  — A  se  déduira  de  u'^  en  écrivant 
—  A  au  lieu  de  A;  et  en  le  désignant  par  u^,  on  aura 

,/^=  u  +  P(—  hY  +  q(—hf  +  R(,^h)y  +  etc. , 

d'où  il  suit  que  les  différences  entre  l'état  primitif  a 
et  les  états  précédons  et  suivans ,  seront 

u-u  =  P{--hY  +  Q(-A)^  4-/î(-A)>  +  etc. , 
ii^u=Ph^        +Qh^  +Rhy         +elc; 

mais  elles  doivent  être  toutes  deux  négatives  quand  u 
est  un  maximum  ,  et  positives  dans  le  cas  contraire  , 
et  cela  quelque  petit  que  soit  l'accroissement  h  :  il  faut 
donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  les  premiers  termes 

P( — A)*  et  PA*  soient  de  m^me  signe.  Or,  le  coefficient 
P  étant  une  fonction  de  a,  qui  ne  change  point,  il  faut 
pour  que  la  puissance  «  de  A  ne  change  pas  de  signe , 
que  son  exposant  soit  un  nombre  pair ,  ou  une  fraction 
qui ,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  ait  un  numéra- 
teur pair.  On  aura  alors 

M^—  M  =  PA*  +  etc., 
a  —  M=PA*  +  etc.: 


DE    CALCUL    DIFfÉRESTTEL.  i  1- 

A /'a  par  lui-même  le  signe  4-9  ces  deux  dîflérences 
«raot  positives ,  et  u  sera  un   minimum  /  si  P  a  le 
Mgae^^,  ces  mêmes  différences  seront  négatives^  et  u 
sera  on  maximums 

lox  Four  appliquer  la  remarque  précédente  à  la 
dtermination  qui  nous  occupe ,  ii  faut  distinguer  le  cas 
où  f exposant  a  est  entier,  de  celui  où  il  est  frac- 
tionnaire I  lorsqu'on  £iit  jc=a. 

Dana  le  premier  cas,  la  série  de  Taylor  s'accorde 
aieele  déreloppement  de  u,  au  moins  jusqu'au  terme 
Ph*  indosiTcment  (8g) ,  en  sorte  que 

r-       '      d'" 

et  pnisqneFezposant  «doit  être  un  nombre  pair,  quand 
li  est  nn  maximum  ou  un  minimum  j  il  faut  d'abord 
fue  la  svpposition  4P=a,  fasse  évanouir  le  cœiïïcient 

fiSeroitid  ^,qai  est  d'ordre  impair:  a  est  donc  une 
te  nciiies  de  f  équation  ^  =  o.  Il  faut  en  outre  que 
celle  mène  Taleur  ne  rende  pas  nul  -|-^,  ou  que ,  si  cela 

amtej  elle  rende  nul  aussi  -rp,  mais  non  pas  -r-^ ,  et 

«D  général  9  que  le  premier  des  coefficiens  différentiels 
qi^elle  nefait  pas  évanouir  soit  d'ordre  pair  ;  elle  rendra 
alors  u  maximum  j  si  ce  dernier  coefficient  est  négatif , 
et  nUnimum  dans  le  cas  contraire.  Yoila  pour  le  cas 
ou  Fexposant  a  est  entier. 
S*Uest  fractionnaire  et  ^  i,  la  râleur  x=a,  qui 

10.  . 
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donne  au  déreloppement  de  u'  la  forme  particulière 
qu'il  prend  alors ,  doit  anéantir  tous  les  coefficiens 
différentiels  des  ordres  dont  l'exposant  est<«(89): 

réquatîon  -|-  =  o,  indiquera  donc  encore  cette  va- 
leur x  =  a\  mais  pour  s'assurer  si  die  donne  un 
maximum  ou  un  minimum  ^  il  pourra  être  nécessaire 
de  calculer  à  priori  les  difierences  u^-^u  et  u'  —  Uj 
dans  la  supposition  de  h  très  petite,  afin  de  savoir 
si  leurs  premiers  termes  sont  de  même  signe  et  quel 
il  est. 

Enfin,quanda<i,-|-  devenant  infini,  c'est  alors 
l'équation 

dx 

qui  indique  la  valeur  x  =  a,  dont  la  propriété  sedis- 
cute,  comme  il  vient  d'être  dit  pour  le  cas  où  «^  i. 
On  voit  encore  par  la ,  comme  dans  le  n°  83,  que  pour 
embrasser  les  différens  cas  de  la  détermination  des 
valeurs  de  n  ,  qui  peuvent  rendre  la  Jonction  u  maxi- 
mum ou  minimum ,  il  faut  examiner  toutes  celles  qui 

rendent  -r-  nid  ou  infini;  mais  je  pense  que  la  manière 

la  plus  simple  de  faire  cet  examen ,  sera  le  plus  souvent 

de  chercher  si  j-  change  de  signe  ou  non  (83) ,  aux 

environs  de  la  valeur  trouvée  pour  x. 

L'application  des  règles  précédentes  à  la  fonction 
u:=  b  -|-c(x— -a)"*,  qui  m'a  servi  d'exemple  dans  le 
n**  83 ,  est  trop  simple  pour  s'y  arrêter,  c'est  pourquoi 
je  passerai  aux  questions  suivantes. 
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lo3.  Partager  une  quantité  a  «?/*  ilfitx  parties  ^  Je 
manière  que  le  produit  de  la  puissance  m  de  Li  pre- 
mière y  par  la  puissance  Vi  de  la  seconde  ,  soit  le  plus 
grand  de  tous  les  produits  semblables  qu'on  j)Ourrait 
firmer. 

Soît  s  une  des  parties  de  a;  l'autre  sera  a— x,  et  Ir 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  rcprcscntr 
par  II,  on  aura  u  =jc"(a  — jc)",  d'où  on  tirera 

y-  =  mjf"--*(a  —  xY  —  i2jc"(a  —  a)"""* 
=  [ma^^mx"^  nx]  x"^'(a  —  x)"""*  ; 

ften  ^lant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat  . 
on  tromrera 

ma 


/ri  +  »  ' 


o,     xz=:a. 


La  première  de  ces  valeurs  rê|K>nd  à  un  maximum  ; 
car  lorsqu'on  la  substitue  dans  l'expression  frcnéralc  dr 

-r^f  elle  donne  la  quantité  négative 


7»""""*  n"*"*  «■'*""*'"* 


Les  deux  autres  répondront  à  des  minimums j  loriifjue  m 
et  n  seront  pairsj  comme  on  peut  s'en  assurer  par  l'exa- 
men des  coeilicîens  différentiels,  ou  plus  simplement 
enoore,  en  faisant  x=dlA  et  x=a±h.  On  trouvera 
ton  jours  un  résultat  positif  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  quel 
que  soît  le  signe  qu'on  donne  à  A,  ce  qui  prouve  qui; 
la  fonction  proposée ,  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir 
nulle,  ne  passe  point  au  négatif^  maïs  qu'elle  recom- 
mence à  croître. 

104.  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  >  clû/î;^nn 
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dans  l'équation 

j(*  —  7,mxy  -f-  *•  —  a*  =  o 

dont  la  différentielle  est 

(j'  —  ms)Ay  —{my  —  *)  dx  =  o  (49)  ; 

il  Tiendra 

Ay  _my^x 

dx      J^  —  mx  ' 
d'où  Ton  tirera 

my  —  4f  =r  o. 

Pour  obtenir  la  yalear  de»,  il  faudra  combiner  cette 
demiëre  équation  avec  la  proposée;  on  aura  par  co 
moyen 


K 

*• 

y 

-m' 

m* 

—  **- 

-a*: 

=  0, 

d'oi 

il  résulte 

• 

X  ""• 

ma 

J'  = 

a 

Vi- 

m 

v/ï 

—  m^ 

dV 
Il  reste  à  examiner  ce  que  devient  le  coefficient  ■—. 

La  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  donne 
la  suivante^ 

,  N  à^y  .  dy*  dr    , 

dy 
que  la  supposition  de  -p  =  o  réduit  à 

d'y 

iy-mx)  ^  +  1=0, 

et  d'où  Pon  tire 


d>_     - 


77» 


dar*       x{l  —  7/iO  ' 
en  mettant  pour  ^  sa  valeur  en  x.  Il  faut  encore  substi- 
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lu€r  celle  de  x  ;  en  le  faisant  on  trouvi^ 

d'y  I 

^**  a  V'  I  —  m* 

œ  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valcuivde   v, 
déterminée  ci* dessus,  est  un  maximum. 

Exemple  de  Vanaljse  dune  courbe. 

io5.  On  divise  les  lignes  en  différrns  ordres  d'après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre,  parce  qu'elle  représente  l'équation  géné- 
rale du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  ligues 
im  second  et  du   troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équtions  montent  au  second  ou  au  troisième  degi'é ,  et 
aÎDsi  des  autres.  Nc^vton ,  considérant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite,  et  que  les  courbe:.^ 
ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second  , 
divisa  ces  dernières  en  genres ,  et  nomma  courbes  du 
premier  genre  les  lignes  du  second  ordre,  courbef»   du 
deuxième  genre  cellesdu  troisième  ordr(;,et  ainsi  de  suite. 
Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèce^ 
par  la  considération  des  principales  eircoiislancos  de 
leur  cours. 

S'il  était  ])oss!ble  de  résoudre  les  équations  de  tous 
les  degrés,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  qui  représente  une  équation  al- 
gébrique quelconque.  En  effet,  supposons  que  celle 
équation  étant  résolue  par  rapport  à  l'une  des  iiidctcr- 
minées  qu'elle  renferme,  y,  par  exemple,  fouiniibc  les 
différentes  racines  A",  -V,  -\*,  etc. ,  <jui  seront  néces- 
sairement des  fonctions  de  x  et  de  constantes j  la  qu(>-  % 
tion  se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours  i\c 
chacune  des  lignes  produite:»  pur  les  équations 
y=X\      y~X\      }^X\,      etc.. 
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lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  tant  positives  que 
négatives,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  JC,  JC^ 
y  y  etc.,  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  brancbes  de  la  courbe  qui  représente  Féqua- 
tîon  proposée. 

L'étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  l'équation  qu'elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  JC^  X',  X*,  etc.  y  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  inGnics,  ou  dans  lesquelles  on. puisse 
supposer  X  infini  y  il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours 
sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indéfiniment 
de  l'un  des  axes  ou  de  tous  tes  deux  à  la  fois. 

Dans  les  courijes  algébriques,  une  branche  ne  s'ar- 
réle  que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée  devient 
imagioaire  *,  mais  le  cours  de  la  courbe  proposée  n'est 
pas  interrompu  pour  cela  :  il  arrive  seulement  alors 
que  deux  branches  se  réunissent  et  se  continuent  réci" 
proqnement.  On  s'en  convaincra  en  observant  que  les 
valeurs  imaginaires  de  ^  sont  nécessairement  en  nombre 
pair,  et  que  celles  d'un  même  couple  ont  été  réelles 
et  égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En  effet , 
l'équation  proposée  pouvant  toujours  se  décomposer 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  d^ré,  si  l'on 
représente  par  y*  —  aPj'  +  Ç  =  o  un  de  ces  derniers, 

on  verra  que  ses  racines,  P±^ P^ — Ç>,  ne  deviennent 
imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient  plus  grand  que  P*, 
de  moindre  qu'il  était  d'abord,  et  qu'il  y  a  par  consé- 
quent un  point  où  les  fonctions  de  x  que  désignent 
les  lettres  P  et  Ç,  sont  telles  que  P*=Ç),  ce  qui 
anéantit  la  quantité  radicale ,  et  donne  pour  y  deux 
valeurs  égales. 

Si  plusieurs  brancbes  se  coupent  dans  un  point ,   il 
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jp  =  dbioa.  La  racine  »  =  û  indique  encore  le  point 

multiple  placé  à  Porîgine  ^;  les  deux  antres  répondent 

aux  points  /  et  /,  o&  la  courbe  rencontre  de  nouveau 

l'axe  des  abscisses ,  mais  de  manière  que  sa  tangente 

est  perpendiculaire  à  cet  axe,  puisque  les    valeurs 

dy 
x^idLioa  ne  font  point  éranouir  le  numérateur  de  -p. 

On  Toit  que  ce  sont  les  points  à  partir  desquels  les 
valeurs  èe  y  9  où  le  second  radical  a  le  signe  — ,  de- 
viennent imaginaires  pour  toujours.  On  pourrait  les 
considérer  comme  des  maximums  par  rapport  à  la  va- 
riable X  et  à  l'axe  jiC  ;  et  on  les  constaterait  par  Pexa* 


d^ 


'X 


raen  des  valeurs  correspondantes  de  -r-^,  obtenues  en 

considérant  I  dans  les  dilTérentiations  ^  «comme  fonc- 
tion de  y,  au  lieu  de  prendre  y  pour  une  fonction  de  x. 

1^8  deux  demiferes  valeurs  y=dz  {/ ^^a*=±^a  V^3 , 
conduisent  à  x=::±.6a,x=:t.8a;  l'un  de  ces  résultats 
fait  connaître  le  point  F  et  ses  analogues ,  Vautre  le 
pomt  ^et  ses  analogues.  Dans  tous  ces  points  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses;  et  la 
courbe  n'ayant  point  d'ordonnées  réelles ,  depuis  x=6a 
jusqu'à  4p=r8a,  c'est-à-dire  sur  l'espace  EG,  cette 
circonstance  su£Bt  pour  faire  voir  comment  elle  doit 
être  tournée  à  l'égard  de  sa  tangente,  aux  points  Feilf. 

III.  Apres  avoir  déterminé  la  nature  de  tous  les 
points  singuliers,  indiqués  par  le  codBcient  différentiel 
du  premier  ordre,  il  faut  encore  cbercber  si  les  ooefii- 
ciens  des  ordres  supérieurs  n'en  manifesteraient  pas 
d'autres.  Pour  cela  il  faut  considérer  d'abord  le  coef- 
ficient différentiel  du  second  ordre  ]  son  expression  gc* 
néralc  est 
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i|ui  ne  contiendra  plus  que  x ,  et  dont  il  faudrait 
discuter  les  racines,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans  le» 
articles  précédens  ;  mais  comme  la  marche  des  branches 
de  la  courbe  indique  suffisamment  l'existence  des  points 
d'inflexion  i^  9  placés  entre  les  points  ^et  /,on  pour- 
rait se  borner  à  la  résolution  de  l'équation  finale  dont 
nous  Tenons  de  parler,  pour  obtenir  la  valeur  précise  de 
l'abscisse  des  points  K ;  ce  qui  serait  encore  fort  diffi- 
cile ,  à  cause  du  degré  auquel  s*élèye  cette  équation  : 
ainsi  il  sera  souvent  nécessaire  de  recourir  à  des  moyens 
particuliers ,  pour  déterminer  les  points  singuliers  des 
courbes.  Le  développement  de  l'ordonnée  en  série, 
est  un  de  ces  moyens  ;  mais  il  ne  saurait  entrer  dans 
un  traité  élémentaire  (*).    . 

Des  courbes  transcendantes. 

iiâ.  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que  des  courbes  al- 
gébriques; je  Tais  maintenant  faire  connaître  quelques- 
unes  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables: 
on  nomme  ainsi  celles  dont  l'équation  ne  peut  s'obtenir 
en  termes  algébriques.  Je  m'occuperai  d'abord  de  la 
Logarithmique  ou  de  la  courbe  dans  laquelle  les  or- 
données sont  les  logarithmes  des  abscisses.  La  manière 
la  plus  simple  de  la  construire  par  points,  afin  de  s'en 
former  une  idée ,  est  de  diviser  l'axe  des  abscisses  en 
parties  égales,  pour  représenter  les  nombres,  et  de 
prendre  les  logarithmes  oorrespondans  dans  les  tables , 
pour  les  porter  sur  les  ordonnées. 

Suivant  ce  procédé,  son  équation  est  j^=1jp;  et 
quand  on  prend  af  =  i,  il  ^ient  j  =r  o,  ce  qui  fait  voir 


t^*)  On  en  trouvera  les  principes  dans  le  I^r  yol.  du  Traité  in-4' 
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1 13.  En  différcntiant  l'équatioii  y^szh,  il  vient 

on  voit  par  là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  per- 
pendiculaire  li  la  ligne  des  abscisses  lorsque  x=:  o ,  et 
qu'dle  ne  lui  est  parallèle  qu'en  supposant  x  infinie  (83). 
L'expression  générale  de   la  soutangente  (66)   donne 

PT=-T^;  mais  en  chassant  ^,  on  introduit  le  loga- 

rithme  de  x\  ainèi  cette  expression  est  transcendante. 
Cependant^  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Faxe  AC, 

on  aura  0D=,-^  =  M  j  résultat  bien  remarquable» 

puisqu'il  montre  que  la  soutangente  OJy  est  cons- 
tante et  égale  au  module,  pour  tous  les  points  de  \sk 
courbe.  On  trouTerait  de  même  que  la  tangente,  la 
sounormale  et  la  normale,  prises  par  rapport  a  l'axe 
ABf  sont  transcendantes  à  cause  que  l'ordonnée  y  entre, 
dans  leur  expression ,  mais  qu'elles  deviennent  algé- 
briques ^  lorsqu'on  les  considère  à  l'égard  de  l'axe  AC, 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  On  a 

t  dy  _ jc*  +  iif^       ^^  — _^ 
'"*"d?""       *•       '     djc»""       X*' 


_  (*•  +  M^Y 


d'où  (8i)  y  = ^^ , 


^— ^  = 


M 


Je  ne  m^arréterai  point  à  considérer  la  dcveloppce, 
qui  serait  nécessairement  transcendante  ;  j'observerai 
seulement  qu'on  pourrait  obtenir  immédiatement  l'équa- 
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X  =  arc  (sin.  verse  =  y)  —  y^ay  —  y*. 

C  est  là  réqaation  primitive  de  la  cycloïde  C)' 

X'aro  MQ  peut  aussi  s'indiquer  par  son  cosinus  ON", 
ou  a— >^  :  on  le  fait  disparaître  pa^  la  diffiSrentia- 
tîon,  en  se  servant  de  la  formule  du  n®  36 ,  dans  laquelle 
on  change  i2  en  a,  li  en  a^-y,  x  en  MQ  j  on  trouva 

d.arcitfQ  =  — ^ , 

yiiMy — y* 

et  l'on  a  ensuite 

,    _       aày ady—ydy 

ou  d«^=        ^  ^- : 

yixay—y^ 

telle  est  Péquation  différentielle  de  la  cyclotde. 

Lorsque  le  point  de  contact  est  parvenu  à  une  dis- 
tance AI  égale  à  la  demi  -  circonférence  du  cercle 
générateur,  le  point  décrivant  se  trouve  en  ^  ,  et  son 
élévation  au-dessus  de  AB  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cercle  ;  il  descend  ensuite  jusqu'au  point  i> ,  où  le  point 
de  contact  a  parcouru  une  distance  AL  égale  à  la  cir- 
conférence entière. 

{*)  Si  l'on  yoalait  construire  la  cycloïde  par  points,  il  serait 
commode  d'employer  le»  tables  tngonomëtriqne»j  et  comme  elles 
sont  calculées  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  l'uniië  y  il  faudrait 
prendre  dans  ce  cercle ,  un  arc  t  du  même  nombre  de  degrés  que 
Tare  MQ  ;  on  aurait 

arc  3îQ=iaty  sin âfQ=^  sin  t,  sin.  verse  MQ=a  sin.  verse  t  ; 

«l  par  conséquent 

jr  =  a  (<  —  sin  C) ,         y=z  a  sin.  verse  t , 

ou,   ce  qui  est  la  même  chose  , 

îarc  ^sin.  verse  ri      j  —  J/aa/— y»  v. 
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l'expreiaioii  de  MB.  Il  suit  de  là  que  la  tangente  MT 
ett  le  proloDgement  de  la  corde  ilf  G.  Maintenant  si  Pon 
décrit Mir/JCy  ocasime  diamètre)  un oerdte<|ai  sera  ^;b1 
ao  oerde  générateur,  et  que  l'on  prohmga  la  droite 
jUIfi$^^en  m ,  il«st  TisiÙb  q^oe  les  oordea  m/ et  mK 
seront  égalés  et  parallèles  aux  cordes  BtQ  et  MO\  il 
su£5ra  donc,  pour  construire  la  tangente  et  la  nor-. 
ikiale  dans  un  point  donné  M ,  de  rapporter  ce  point 
sur  le  cercle  fixe  I/nK,  en  tirant  la  droite  Mm  pa- 
rallUe  itAB,eide  mener  ensuite  MT  parallèlement 
à  mKt  et  MQ  parallèlement  è  ml  (^). 

1 16.  Je  passe  à  la  recherche  du  rajojç^  de  courbure. 
En  diflKrentiant  l'équation 

j'obtiens ,  puisque  d»  est  constant , 

réduisant  et  divisant  par  y ,  il  yient 

o  =  {tuiy^y*)  à^y  +  aiy^, 
d'où  je  tire 

d*r==  — ^ — 1  : 

^  aay—y^ 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  d^  dans  Fexpression 
du  rayon  de  courbure  (81),  je  trouye,  après  les  réduc- 

('*')  Si  Ton  ploeait  «a  point  /  Torigme  des  abscisses ,  on  aurait 
PI=^  MnszÀfm  -f-  mn;  mais ,  dans  le  parallélogramme  MQIm , 
Mm=:IQ,  et  déplus 

/Q  =  ^i-*^Ç=:  Ç3fG —arc  Q^=r arc  G^sarciTm  : 

donc  Mn=zKrcKm-^ainK^  ce  qui  rend  bien  facile  la  cous- 
tmetion  de  la  courbe,  par  points,  en  donnant  diverses  Taleurs.à  Km . 


iit  CALCUL  i)irrLKi:NTii:L.  iiu\ 

\ions  UL'cessaîres , 

3  î 

Qt'ftÊKAtBÏ  dit  voir  que  le  raj-oii   de  courbure  MM' 

têLioMe  de  la  normale  MQ^  et  qu'il  ne  peut  par  con- 

ih|Mlil  devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 

;   da  onb  générateur  j  diamètre  qui  est  à  la  fois  Pordon- 

ail  flC  la  normale  an  point  K  de  la  cycloïde ,  oorrespon- 

dÉrtklUMcine^/(ii4). 

La  etpreHions  de  »—  ^t  et  de  ^ — fi  donnent  ensuite 

M  coodnt  de  là 

j  =  —  fi,        *  =  «— aV/— 2^/8— /?. 

En  tnliititiiant  ces  Talenrs  dans  Féquattou  prîmitiTe  do 
k  cjdflidey  et  réduisant j  on  obtient 

«=: are Ctin.  verse  :=-^i8)+  ^ — aa/l — fi*, 

rhtiM  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  cette  équa- 

tioi.  Le  radical  V^—*  ao^— jS*  devient  semblable   u 

l^aôjf— jf*  lorsqu'on  fait  fi=z — 2a  +  /S',  ce  qui  re- 
neal  |  preodre,  au  lieu  de  l'ordonnée  EM'y  toujours^ 
■%pitive  I  Fordonnée  P'M'  rapportée  k  un  aie  jé^B' 
iiék  an-dessous  de  jiB ,  li  une  distance  ji'I  ==  2a. 
far  cÉtte  transformation^  il  Tient 

#sare(sin.Terse=aa-T-^)-|-  j/ao^ — ^'•; 

faisj  si  fon  ebaerve  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
Haidf  'oomposent  le  diamètre  ^  sont  supplémens  l'un 
Ae  f  Antre,  et  qu'on  désigne  la  demi-circonférence  par  t, 
'  la  pourra  écrire 

•=  V— arc(sin.  rerse  =  ff)  +V^2afif—fi^\ 
Flvniiit  enGn  «s:*-— /,  c'est-à-dirC|  substituant  u 
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l'abscisse  JE^  l'abscisse  A'P'  :=iAI —  AE,  \\  viendra 

«'  =  arc  (  sin.  verse  =  ^8'  )  —  V^aa/S' — ^^% 

équation  d'une  cjcloïde  dont  l'origine  est  au  point  A\ 
et  décrite  sur  l'axe  Afff^  par  le  même  cercle  généra- 
teur que  la  proposée^  mais  dans  le  sens  A'ff  contraire 
à  AB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
longeant la  droite  GQ  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  AlB' 
en  Q'^  et  menant  Q[^9  on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QM'Q^  égaux  entre  eux;  l'angle  QilfQ' sera  donc 
droit;  et  si  l'on  décrit  sur  QQ',  comme  diamètre,  un 
cercle,  il  passera  par  le  point  M\  et  sera  ^l  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l'arc  ]\fQ'  est 
le  supplément  de  M*Q,  qui  lui-même  est  égal  à  MQ  ^ 
on  aura 

arc  M'Q'  =  QMG  —  arc  MQ 

=  AI-AQ=zQ[  =  A'Q, 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  A'M'A^ 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  Q3J'Q\  roulant 
sur  A'B\  de  A'  yers  B'. 

II  suit  encore  de  ce  qui  précède,  que  la  cycloïde 
est  rectiliable,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  dévelop- 
pée, et  que  l'expression  de  son  rayon  de  courbure 
est  algébrique  ]  et  on  en  déduira  ce  résultat  curieux  , 
que  la  longueur  de  l'arc  A' M  A ,  ou  de  son  égal 
AMK  y  qui  compose  la  moitié  de  branche  décrite  par 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  préci- 
sément la  même  que  celle  de  A'K,  ou  le  double  du  dia- 
mètre de  ce  cercle. 
H  faut  remarquer  aussi  que  le  coefficient  différentiel  du 

la 

second  ordre  -;— ,  étant  égal  à ,  est  toujours  né- 


iiE  CAhcvL  nirFruFNTin..  i-i 


i!v' 


iilif^  et  qu'il  devient  iiifiiii  aiiusi  c;ui:  -f- ,  qiiaîul    ^'  =r  o , 

*      cU-     '  "  ' 

equîarrÎTe  lorsque  l'arc  J/Q  est  nui  ou  éj;al  à  un 

Boltiple  quelcooquc  de  la  circonférence  :  lacycloïdc  est 

ioDC  ooncave  vers  son  axe,  et  les  points  j4,  L,  ctc.>  ou  s:; 

touchent  ses  différentes  branches ,  sont  des  poiuts  de  ro- 

broBSBement  de  la  première  es|)cce,  dans  lesquels  la 

ttngente  est  perpendiculaire  à  l'uxc  des  al>scisscs  (83). 

117.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de 
OMrbes  transcendantes ,  remarquables  par  lenr  forme 
et  lenrs  propriétés.  Voici  comment  s'cng^^ndrc  celle 
^imagina  Conon  de  Syracuse ,  et  dont  Archimèdc 
déeoafrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  j40 ,Jtg.  29,  se  meut  unîfor-  iic.jy. 
nèment  autour  du  centre^  du  cercle  OGO,  un  point 
mobile ,  parti  de  ce  centre,  parcourt  de  mémo  la  ligne 
AO,et  avec  une  vitesse  telle  ^  qu'il  arrive  au  |H>int  O, 
iorqne  cette  droite  achève  sa  révolution.  Il  suit  de  là^ 
91e j  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale 
JM03fX,  le  rapport  de  ^M  à  ^N,  est  le  même 
foe  oeinide  l'arc  ÔGN  à  la  circonférence  OGO  y  mais 
eomme  rien  ue  s'oppose  à  ce  que  le  point  dêcri^'ant 
continue  son  mouvement  au-delà  du  point  O,  sur  le 
rayon  prolongé  ^  et  que  ce  rayon  peut  lui-même  faire 
un  nombre  infini  de  révolutions ,  la  courbe  A  MO  se 
prolongera  en  tournant  toujours  autour  du  point  A , 
de  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A  et  le  rayon  du  cercle,  soil 
épi  à  celui  qui  se  trouve  entre  l'arc  parcouru  par  le 
pnnt  Oy  depuis  le  commencement  du  mouvement ..  il 
li  circonférence  entière.  En  il/,  par  exemple ,  oii  li^ 
rayon  AN  di  fait  une  révolulion  plus  Tare  OCX.  inx 
aura 
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AM'  _  OGO+OGN 
AN~        OGO 

Si  donc  on  fait 

OGNz^t.      AM=Uy 

et  que ,  prenant  pour  unité  le  rayon  AN  y  on  représente 

par  ar  h  circonférence  O  GO,  il  viendra  u  ==  — . 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
jnctres  appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OGO,  9%  nomme  \ep6le  y  la  ligne  ^ilf, assu- 
jettie à  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  vec* 
leurj  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la  courlie ,  tandis 
que  Fangle  parcouru  par  AM  et  mesuré  par  l'arc  OGNy 
remplace  l'abscissç. 

Pour  avoir  égard  aux  signes  de  ces  coordonnées,  il 
faut  d'abord  prendre  les  arcs  négatifs  dans  le  sens  con- 
traire a  celui  qu'on  a  choisi  pour  les  arcs  positifs.  Çjc 
dernier  étant,   par  exemple   OGO,  l'autre  doit  être 
OG'O,  Les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur  doivent 
au^i  se  trouver,  par  rapport  au  })ôle,  du  côté  opposé 
^*);:.3o.  aux  valeurs  positives.  Dans  la  figure  3o,  j'ai  porté  les 
rayons  vecteurs  négatifs,  non  pas  sur  la  partie  qui  passe 
par  l'extrémité  de  l'arc  OG'JV ,  mais  sur  son  prolonge- 
ment An\  c'est  ainsi  que  tombe  la  sécante  trigonomé- 
trique,  quand  elleest  négative  {Trig,^  note  du  n°  77). 

£n  opérant  de  cette  manière ,  sur  la  courbe  précé- 
dente ,  on  trouve  une  seconde  branche  Amx ,  et  elle 
prend  la  forme  tracée  sur  la  figure. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer ,  et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  d'Archimède  ^  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier des  courbes  que  représente  l'équalion  uzziaC*^ 
1/  désignant  un  exposant  quelconque. 


iantquu  n  usl  un  nombre  positif,  los  spirales  tloniiôcs 
pari'équalioii  ur=aV',  prennent  leur  ori|^ine  au  point  A  ; 
unis  quand  /*  est  négatif,  m,  d'alwrd  infini,  lorsque 
<  =  o,  diminue  à  mesure  que  cel  arc  augmente,  et  à 
chaque  nouvelle  révolution ,  le  point  décrivant  s\ip* 
proche  du  point  A  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre. 

Lûnqne  n  i  y  la  courbe^  dont  l'équation  est  alors 

0  =«<"',  oa  u<=  a ,  et  qni  se  nomme  spiraU  hyperbo- 
fi^flf^a  en  onlre  une  asymptote  droite»  En  effet,  si  l'on 
pue  sooœwTement 

* — I      — 1      — i      — 1    fitt* 

*  —  i>     ■ —  gy     —  3;     —  4,  eu:. , 
las  valeurs  correspondantes 

is^a^    =2a,    =3a,    =4^,  etc.| 

aoptrentqae  la  spirale,  s'éloîgnantdeplus  en  plusdu 
fuinl  il  y  sFapproche  en  même  temps  d'une  droite  7JE, 
fign  3i^  amée  parallèlement  à  l'aie  AO ,  à  une  distance  ftc«'*n 
ADssaieaTf  PM  perpendiculaire  sur  AD,  ayant  pour 

ttpnMQD 

•    Tt^^n  •    ^         sin  ^ 

t    ' 

qaaad  on  y  met  pour  u  sa  valeur  af"',  a  pour  limite  a, 
lorsque  t=oi  la  spirale  hyperbolique  a  donc  aussi 
Mr  limite  la  droite  DE. 

Les  valeurs  négatives  de  i  produisent  une  seconde 
ImuMâiey  placée  sur  le  prolongement  AB'  du  rayon 
AO,  et  ayant  pour  asymptote  Z>J^i  prolongement  de 
DE.  EnCn,  si  l'on  donnait  k  la  constante  a  le  signe  — , 
on  répéterait  au-dessous  de  BB'  la  courbe  que  je  viens 
l'indiquer  an-dessus. 

Si  y  an  lien  de  la  distance  AM ,  fig.  29^  on  prenait  pour  1 10  i> 
.■  la  partie  MN  dn  rayon  vecteur,  comprise  cuire  le 
point  ilf  et  la  circonférence  du  cercle  OGO,  réquation 
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u*=zat  serait  celle  de  la  spirale  parabolique j  ou  âe  la 
courbe  qu'on  formerait  en  roulant  Taxe  d'une  parabole 
autour  du  cercle  OXiO  ;  les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  à  la  circonférence  de  ce  cercle  ,  ^ 
et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

11 8.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  à  des  coordon- 
nées polaires,  le  «changement  du  rayon  vecteur  AM, 

ric.^2,fi8'  ^^>  ^^  ^*  partie  QM'  retranchée  du  rayon  vecteur 
suivant,  par  l'arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A  comme 
centre,  avec  le  rayon  j4Mf  et  l'accroissement  de  l'angle 
Mao  se  mesure  par  un  arc  de  cercle  NJST^  décrit  d'un 
rayon  ^iVégal  à  l'unité.  On  voit,  comme  dans  le  n^6o, 
que  la  différentielle  première  de  AM  est  le  premier 
terme  du  développement  de  Af' Q ,  suivant  les  puissances 
de  NN* \  et  quand  on  passe  aux  limites,  on  regarde  le 
petit  arc  MQ  comme  une  ligne  droite  (74)>  et  le  triangle 
MQM'  comme  rectiligne  rectangle,  ce  qui  donne. . . . 

MM'  =  \/^  V  QM\  Alors  QM'  étant d./,  et  NN\ 

fU,  il  vient  ÇAf==i/^/,puis  MM'^z^àûT+û^?,  pour 
la  diQerenticlle  de  Parc  DM. 

119.  Si  l'on  mène  ^aS parallèle  à  la  corde  du  petit 
arc  de  cercle  QM,  et  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre 
de  cette  droite,  la  corde  de  l'arc  MM'  de  la  courbe  DM  y 
on  aura,  par  la  similitude  des  triangles  M'QM  et  M'AS, 

QM'  _  AM' 
QM^  AS^ 

Lorsqu'on  passe  aux  limites,  la  corde  ÇAf  peut  être 
prise  pour  l'arc,  l'angle  M'QM  pouvant  approcher  aussi 
près  qu'on  voudra  d'un  droit,  le  triangle  M'AS  ap- 
))roche  de  même  du  triangle  ifef^  J' rectangle  en  A  , 
dans  lequel  -^Test  la  limite  de  AS,  et  qui  donne 
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la  droite  MT  qui  touche  la  courbe  au  point  M,  ei 
qu'on  a 


du*' 


»i<:.3j.  120.  L'accroissement  de  l'aire  ADMjfig.Z^^  prisé 
relativement  aux  coordonnées  polaires^  n'est  pas  un  tra-^ 
pëzei  comme  dans  le  cas  des  ordonnées  paraUëles,  mais 
an  secteur  AMM .  La  limite  du  rapport  de  ce  secteur 
avec  l'arc  IViV,  sera  la  même  que  celle  des  rapp<Mrt8  que 
les  secteurs  ^.VQ,  ^JITAi  entre  lesquels  il  se  tronVe 
compris  et  qui  tendent  yers  P^alité,  ont  aiec  le  même 
arc  iViV'  ;  on  conclura  donc  d«  Ui  que  l'aire  ADM  étant 
représentée  par  s  y  son  coeffieiiiit  différentiel  doit  être 
ds      AMxMQ       u^  ,        u*dû 

d*  !lNlY  2  '  2 

121.  La  différentielle  seconde  d^u,  sera  le  premiei* 
terme  du  développement  AfQ'  —  ^'Q,  suivant  les 
puissances  de  A^JV*  (6o)  ;  et  il  faut  observer  que  lors- 
qu'on suppose  l'arc  NN'  constant  >  ou  qu'on  fait  toujours 
varier  l'angle  t  de  la  même  quantité ,  les  arcs  QM , 
Q'M'y  ne  sont  pas  pour  cela  égaux  entre  eux,  car  ils  sont 
de  rayons  différens. 

On  pourrait  déduire  de  là  les  expressions  relatives 
au  centre  de  courbure  et  à  la  développée,  mais  j'ai 
préféré  d'appliquer  aux  courbes  qui  sont  rapportées  à 
des  coordonnées  polaires ,  les  expressions  trouvées  rela- 
tivement aux  coordonnées  rectangles ,  parce  que  cette 
marche  fournit  l'occasion  de  transformer  les  coordon^ 
nées  du  premier  système  dans  celles  du  second,  ou 
bien  de  passer  de  celiti-ci  à  l'autre.  Cela  sera  d'autant 
plus  utile,  qu*on  rapporte  quelquefois  les  courbes 
algébriques  à  des  coordonnées  polaires  )  on  le  fait  sur-» 
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et  que  par  oonséquent 

*—  m  =  arc  f  tang  =  -  Y 

Si|  pour  abréger^  on  suppose  que  la  ISgpe  ÂÈ  i^ 
confonde  aTec  la  ligne  jiO ,  on  aura  seulement 

cofl  =  ^9      êint=^,      d'oà      tang^s*^. 
u  u  ^         X 

Lorsque  Véquation  eu  u  et  / ,  qu'on  se  propose  de 
transformer,  contient  Parc  i  lui^mémey  il  n*est  pins 
possible  d^obtenir  une  relation  algébrique  entre  ie  tl  y, 
puisqu'on  n'en  a  pas  de  semblable  entre  Parc  t^  son 
sinus  et  son  cosinus;  mais  on  parvient,  ainsi  qu'on  Ya 
le  yoir  y  à  une  équation  différentidle  qui  ne  contient 
plus  que  X,  y,  àx  et  dj. 

Les  équations  (Jb)  et  (c) ,  étant  jointes  a  celles  de  la 
courbe^  établissent  entre  les  quatre  variables  x ,  y,  u  et 
t,  des  relations  telles ,  que  trois  de  ces  variables  sont 
des  fonctions  de  la  quatrième  ;  on  peut  donc  differentier 
les  équations  (a) ,  (6)  et  (c),  en  y  regardant,  t,  u  éty 
comme  des  fonctions  de  x  (46) ,  et  l'on  aura  ainsi 

dx  =  du  cos (^  —  m)  —  m\ts\n  {t  —  m) , 
d^  =  du  sin  (/  —  m)  -f  udt  cos  {i  —  m). 

Si  l'on  élimine  du  [des  deux    dernières  équations  ,  il 

viendra 

'   -        d^oos  (* — m)  —  d*  si  d  (/—/?*) 

fXt  zsz — j 

u 

mettant  pomi»  cos  (#  —  m) ,  sîn  (/  —  m)  et  w ,  leurs  va- 
leurs ,  on  aura 

X  +y 

Ç*-)  On  rencontre   lonTent  Texprenion  da  seccenr  ds  (loo)  tn 


DE   CALCUL   DXFFiRBNTICL.  i '-Q 

On  pourra  donc  cliasscr  de  Vcquaiion  en  u  et  /^  et 
desadifféreotielle,  les  quantités  i^ ,  cos/,  sîn  i^  Au  et  cl/  \ 
kl  deux  résultats  qu'on  obtiendra  ne  contenant  plus 
npt  t^ém\e  fetdL  disparaître  par  l'élimination. 
SoU  pour  exemple  l'équation  u^^aV^^  qui  donne 

Il  <  « 

»"  =  a*i ,         -  m"       d«  =  a*d/  ; 

n 

Ici  apressions  de  u,  de  du  et  de  d/,  étant  indépen- 
Jntes  de  Fangle  n»,  il  Tiendra ,  en  les  substituant  et  co 
lédnisant  au   même  dénominateur, 

n 

avec  cette  équation  on  déterminerait  les  soulan- 
genteti  les  tangentes,  etc.,  des  spirales,  en  faisant  usage 
des  fonnnles  du  n**  66  *,  mais  puisque  cVst  en  u  et  / 
^ue  sont  exprimées  d'aijord  les  équations  de  ces  courbes , 
il  ten  pins  simple  et  en  même  temps  plus  général , 
de  transformer  relativement  aux  mêmes  Tarîabics,  les 
fommles  citées,  et  c'est  ce  que  je  vais  faire. 

loS.  Poor  obtenir  ces  formules,  on  a  regardé  y  comme 
lié  immédiatement  a  la  variable  a*,  par  l'équation  pro- 
posée ens  et^  t  mais  maintenant  que  la  courl>c  est  donnée 
par  une  équation  entre  les  coordonnées  polaires  i^  et  t, 
c^est  l'une  de  ces  variables  qui  est  indépendante ,  et 
dont  Faccroissement  doit  être  supposé  constant  Soit 
donc  w^ffjO't  ^U5  oe  point  de  vue,  x   et  y  sont 

CAordonnccs  rccianglci,  et  il  est  par  ronsc'qucni  utile  de  la  remur- 
^ler.  Elle  •^obtient,  en  metuint  pour  t\t  et  pour  u*  lcui«  vulrnu 
UooTctt  ci-dcMUS  ;  il  vient  alors 

ad>" —  idr 


'i 


la. 


J 
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des  fonctions  de  t,  déterminées  par  les  équations 
x  =  tf00s(<— m),        j^  =  »sin  (/— ïf»)  (laa); 

et ,  au  moyen  de  k  dernière  remarque  du  n^  9,  on 
peut  exprimer  aisément  les  coeiBcîens  difl*érentieb 
de  y  relatifs  k  x ,  par  ceux  de  u  relati£i  k  t. 

Pour  cela,  commençons  par  mettre  les  premiers  en 
éTidence,  en  posant 

alors,  x^yetp  étant  considérés  d'abord  comme  des 
fonctions  de  ^^  on  aura,  par  le  n^cité, 

^  djp 

_dy_d£  —^  —  ^ 

^'^àx'^àx'  ^'^àx^dx' 

dt  de 

ce  qui  revient  a 

dy  dp 

pourvu  qu'on  entende  à  présent  ^  par  dx ,  dy  et  dp ,  des 
différentielles  rapportées  &  la  varla]}le  i  considérée 
comme  indépendante  (*). 

En  effectuant  dans  cette  hypothèse  la  différeatiation 
de  p,  on  obtient 

dp dxd^y  —  dj'd^jf 

^"~dï"^  d?  ' 


(*)  On  peut  encore  parvenir  an  même  rrsnUat,  en  regardant  y 
comme  fonction  de  x ,  et  x  comme  fonction  de  t  y  sont  ce  dernier 
point  do  irne,  on  aura  (g), 

dy 
f\r      drdar       ,,  ,  dr       dl 

tt^TxTi^  *^^^  ''=cn;=dî' 

dt 
coiTime  ci  (IctMis. 
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126.  Je  fuMe  k  la  recherche  du  raycn  de  conviMire. 
La  formule 

y=r— »- — .'  ,/  -^    devieiit    y=s— *» ^'  **■, 

dxdy  q 

lorsqu'on  y  remplace  par  pAx  ci  qdx^f  les  dtSëren- 
tielles  ày  et  d*^  encore  relatives  à  la  variable  xi  mettant 
ensuite  pour  petq  leurs  valeurs  en  différentielles  rela- 
tives à  ^^  on  obtient 

^■"     d«d*;f— d^d'jf* 

Maintenant,  si  Ton  fait  varier  d«  »  dj^  et  di«,  comme 
des  fonctions  de  i,  dans  les  taleara  de  ix  et  ày  (tM)  ^ 
elles  conduisent  à 

d■rr=d•wW>s{^— m) — adstdfsin  (N-m) — i£d/'cos(*—  m)  | 
d^y=rd*i«in(/*— m')+2dKd«cos(< — m) — ud /*sin(/ — m)  ; 

posemt  ensuite  i  —  m^^i'f  y  comme  dans  le  n°  i^^  et 
par  4a  méi»e  raison»   il  viendra 

dx  =  —  ttd/,  djr  =2:  die , 

d'à:  =  -*  ^dudt,     Ay  =  dV*—  iidr», 

valeurs  avec  lesquelles  on  trouvera 

^  '^  udtd^u  —  M*d/* — 2da'd^* 

127.  On  a  coutume,  lorsqu'on  fait  nsagn  des  coordon- 
nées polaires ,  de  déterminer  la  position  du  centre  du 
cercle  osculafeur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  dbtance 
MEf  comprise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire EF,  abaissée  du  centre  F  du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  ^M^  ce  qui  donne  quelquefois  de  Télé- 
gance  à  la  constrnctrbn  du  rayon  de  courbure. 

La  ligne  JfiM  iétant  prise  pour  Taite  des  •rdonnées  y, 


la  partie  AE  représente  rorJoiincc  fi  tic  la  Jévelo|i- 
pée{8i);  et  par  consécpient 


IliE  =  jiM—JE=  v  —  fi^  — 
expcsMoa  qui  devient 


(I 


1, 


knqo'on  substitue  pàx  et  ^c1x%  aux  ci i Ocrent ielles  d j 
et  d*^Vy  relatifes  à  la  Tariable  jc.  Si  Ton  y  xnel  en- 
foite  pour  p  ei  q  leurs  valeurs  en  dilTérentielles  rcla- 
liftt  à  /,  on  a 

y^  __       ds(dx*  +  dy)  _  u(du*+u'iii') 

d4pd'y — d  jd'x  wd^i*— w*d^ — adw*  ' 

fnind  on  remplace  àx,  iyy  d'^x,  A^y^  par  les  valeurs 
chenvesdans  le  n^  précédent. 

I2&  Four  faire  une  application  de  ces  formules , 
je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l'équation  est 
t:=z\u  (*).   Ea  difierentiauty  il  vient 

d/  =  M  —  (28) ,    ou    -.—  =:  M , 

œ  qui  montre  (i  19)  que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe j  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rajon 
vecteur. 
Une  seconde  diiïërentiation ,  f*ncctuée  sur  l'cquntîon 

Ct  Qwuid  ,  Alaiu  CtfCte  ecjnutioo  ,  on  fait  tzis-o^  il  vient  14  =:  i  ; 
lioai  b  coarhc  pa&sc  p<ir  le  point  O,  Jî^-  3);  onsuitelcs  vaicuis  hic  3.J< 
le»,  croissant  avec  celles  <fc  f,  montrent  que  la  courbe  fait  une 
infifiilê  de  rcvolntions  en  dehors  du  cercle  OJSG.  Les  révolutions» 
bUTiourfS  sont  produites  par  les  valeurs  nej^.-itiTCS  de  /,  ({iii 
Aoimeiii  pour  m  Hes  valeurs  de  plus  en  plus  piuiics;  la  couilu* 
t4pfim4*|ic  d^lic  dr  plus  m  plu»  du  pùlf  ^V,  &*(Ub  jauiais  y  ^iii-ci. 


1^  TMAiri  ilÀMBUTAOLK 

en  y  supposant  ai  constant ,  donne 

'  du* 

uà^u  —  cltt'  =  o  ,    d'où     d*M  =  —    ; 

u 

et  si  Fon  sabstitue  dans  les  expressions  de  y  on  M  F  et  de 
ME,  cette  valeur  ded*tf ,  puîscellede  d^en  du ^  on  aura 

l'iG  35       ^^  ^°^^  ^®  ^^  4°^  '^  droite  jiF,  ftg.  35,  menée  perpen- 
•  diculairement  au  rajon  f ecteur  AM,  -  rencontrera  la 
normale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur ,  ou  sur  le 
point  correspondant  de  la  dérdoi^iée  FZ. 

Cette  dêreloppée  sera  une  spirale  semblable  à  la 
proposée;  car  l'augle  A  FM  étant  égal  à  TMA^  sera 
le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  FZ ^  comme 
jX)ur  ceux  de  la  courbe  AIÇ.. 

On  obtient  l'équation  de  la  développée ,  en  obscr* 

vant  que 

V/— ^»  ■ >       u 
MF  —  3/^  =  -f.; 

car  ai  l'on  fait  =^  =  m',  d'oJi  «^  =  il/w',  on    aura . .  * 

M 

Iw  =  lilf  +  Itt',  et  par  conséquent  /=1J/+Iw',  ce 
qui  revient  à  tzzzXii ^  lorsqu'on  pose  t  —  \M  =  £  \  maïs 
il  faut  observer  que  t  =  0N=:  ONP —  i^. 

*Du  changement  de  la  variable  indépendante^ 
ou  comment  on  change  la  différentielle  quon 
a  prise  pour  constante^  en  une  autre  qui  ne 
le  soit  plus* 

129.  La  transformation  employée  dans  les  n®*  123 
et  1261  pour  la  détermination  du  cercle  osculateur  des 
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implicilemeol  «let  CoBCtiona  <le  s ,  sVxprimenft  «u  swjen 
dedjp»  d^,  d*jr,'etc,  regftrdéea  comme  des  foBctîoBs 
de  È\  et  en  •ubttitiiantoes  Taleurtdftns  quelque  fenanie 
qae  ce  loît,  rameoée  à  m  oontenir  que  les  coeflhâeos 
dUKrenliek  p,  f ,  r,  eta»  ou  la  traniformeni  toutie 
point  de  vue  géoéni  propotc. 

i3o.  Les  expressions  de  7 ,  r,  etc. ,  sent  indéterminées, 
tant  qu'on  n'assigne  aucune  relation  entre  les  Tariable9  s^ 
^et  /;  mais  l'effet  de  'cette  relation  étaljlit  une  dépen- 
dance entre  d'x  et  d'j',  puisque  /  pouvant  aussi  être 
envisagé  comme  une  fonction  de  x  eiàe  y ,At  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles, et  la  supposition  de  d^  constant  emporte  l'équa- 
tion d'^  =  o. 

li  n'est  pas  même  nécessaire,  pour  obtenir  cette  der- 
nière, de  connaître  la  relation  primitive  entre  Xyyei 
la  variable ^ qu'on  veut  regarder  comme  indépendante; 
il  sufljt  d'avoir  l'expression  ded^. 

Si  l'on  prenait,  par  exemple,  pour  cette  variable  l'arc 
de  la  courbe  proposée ,  on  aurak  alors  (64) 

d^  =  V/d«*  -hH^i 

et  en  différcntiant  d:r  et  dy  comme  des  fonctions  de  /, 
réc|uation  d*^=  o  condniraft  à 

i}xiVs  +  dydy  =  o,  d'où  d'it^— '^-^i 

cbassant,  k  l'«iide  de  oetle  valeur  et  -de  ses  différen- 
tielles, les  différentiellea  d'or,  d^v,  elc,  tics  expres- 
sions de  y ,  r,  etc.,  on  aurait  les  formes  que  prennent 
CCS  cocniciens  diffcrenfieU  lorsqu'on  fait  varier  ic  et  j^, 
en  cousoqu«toe<lu  changement -de  l'arc  t,  ou  lorsqu'on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante,  ou 
eulin  lorsqu'un  j)reud  sa  diil'érentjeilcpour  constafiic. 
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donnée  en  x  et  y.  Pour  cela  ,  îl  suffit  d'olMerrer  qu'en 
regardant  celles-ci  comme  des  fonctions  de  t^  ainsi  que 
les  coefficiens  différentiels  j9|  q^elCj  on  a  encore ,  par 
le  u®  123^  les  équations 

dy  =  pix ,    dp  =  ^djf ,    dy  =  rd*,  etc»; 
et  sous  ce  point  de  Tue, 

dy=piXf 
conduit  f  par  la  différentiation ,  aux  équations 

à* y  =  Jpâx  -f  pd** 

=  qix^   +pà*Xy 
d  V  =  d^jj*  +  a^dadV  +  ipà'x  +  pi^x 

=  id*'    +  iqixd^x  +  piVx , 

etc.    y 

auxquelles  joignant 

d*/  =  o,      d^*  =  o,  etc., 

c|ui  donneront  les  relations  des  ditTércnticlles  d*jr , 
d*jc,  elc,  avec  d*^,  d^^',  etc.,  on  aura  tout  ce  qu'il 
faut  pour  chasser  les  unes  et  les  autres  de  l'expression 
dificrcntielle  proposée ,  en  sorte  qu'il  ne  restera  plus 
que  les  co<*lBciens  dififérenticls /> ,  q,  r,  etc.,  où  ^  est 
supposé  fonction  immédiate  de  x. 
Si  l'on  prend ,  comme  ci- dessus , 

d^=  V/dx"  +  dy%    d'où     dxà'x  +  àjd'y  =zo, 
il  viendra 

d*x  =  ^^^z=^^pd\Y,    dy  =  fjdx*  ^ p\\\y , 

et  |>ar  conséquent 
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des  formules  plus  é]èg/àiaii*Sf  parce  qoo  les  den  ▼»• 
riaUes  v  sont  traitées  symétriquement  (*). 

133.  D*après  ce  qu'on  yientde  voir,  on  pourra  tou- 
jours diffcrentier  le  système  de  deux  équations  conte- 
nant trois  Tariables,  système  duquel  il  résulte  que  deux 
quelconques  de  ces  yariables  sont  des  fonctions  déter- 
minées de  la  troisième.  Si  Z7=o  et  ^=  o  désignent 
deux  équations  entre  x,^  ei  z,ou  en  prendra  les  dif- 
férentielles successÎTes^en  faisant  tarier  en  même  temps 
celles  des  deux  indéterminées  q«e  l'on  regardé  oiarnie 
dea  fonctions  de  la  troisîime. 

Si  l'on  avait  trois  équations  UssOf  F'z=iq  et  fF^o^ 
entre  quatre  TariaUes  t ,  «^jr,  s,  trois  de  ces  variables, 
nécessairement  déterminées  par  la  quatrième ,  seraient 
des  fonctions  de  celle-ci  y  et  leurs  différentielles  de- 
vraient varier. 

En  général ,  un  nombre  m  d'équations  entre  m+l 
variables,  déterminant  m  de  ces  varia])1es  au  moyen  de 
celle  qui  reste ,  ne  doit  être  regardé  que  comme  con- 
tenant des  fonctions  de  cette  variable;  il  faut  donc,  dans 
les  différentiatîons  successives  de  ces  équations ,  faire 
varier  les  différentielles  des  indéterminées  qui  repré- 
sentent des  fonctions  de  la  variable  que  l'on  considère 
comme  indépendante,  et  dont  on  prend  la  difTérenticile 
ponr  constante. 

134.  Lorsqu'on  a  des  équations  de  cette  nature, on 
peut  toujours  en  tirer  une  résultante  unique ,  entre  deux 
quelconques  des  variables  ^  par  un  procédé  que  je  vais 

{*)  On  iroiiTcra  ,  «ur  ccsnjct,  Hans  le  premier  chapitre  <1a  Tmité 
ftu  Calcul  iiyérentîel  et  du  Calcul  intégral ,  dos  dctaiK  uurr 
importifM  et  qui  ii*avaicnt  encore  été  donnes  par  pci sonne,  que  je 
taclie ,  avant  b  publication  de  cet  OuTragc. 
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terminer  la  troisième,  qui  par  conséquent  est  une  fiinc* 
tioa  Jbs  deux  premières.  Si  l'on  a ,  par  exemple ,  l'équa- 
tion 

**  +  J^*  +  «*  =  a% 

on  ne  ponrra  obtenir  s ,  sans  avoir  préalablement  assigné 
des  Taleurs  Axelky;  mais  il  convient  d'obsenrer  que 
les  quantités  x  et  y  n'étant  liées  entre  elles  par  aucune 
relation ,  la  seconde  peut  demeurer  la  même ,  quoique 
la  première  ait  changé ,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de  Ik  que  la  valeur  de  2  peut  varier  de 
plusieurs  manières»  i^  en  conséquence  d'un  cliangement 
arrivé  it  x  oiik  y  seni;  Q?.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  y ,  ou 
la  quantité  «,  étant  regardée  comme  constante ,  l'équa- 
tion proposée  revient  au  fond  à  une  équation  k  deux 
variables  ;  ainsi  lorsque  x  change  seul ,  on  a 

«dx-f"*d«  =  o,     ou     x  +  z  'f-:=o , 


ix 


et  lorsque  c'est  y^  il  vient 


rd r  +  zdz  =  0,     ou     y  -^z-^  •=  o. 


ày 


On  a  donc  successivement 


.  xâx  -  ydy 

z  z 

mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  diCTéren- 
tielles  est  relative  à  la  variabilité  particulière  de  x,  et 
la  seconde  à  celle  de^;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  l'une  est  la  differentielU  partielle  relative  à  a: ,  et 
l'autre  la  différentielle  partielle  relative  à  y  (43). 

TjC  sens  de  la  question  suflit  pour  cmpccbrr  qu'où    ne 
les  confoiule;  et  on  les  distingue  d^aiilcurssullisaniuiont 
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mais  j"^*  +  j"  ^y  ^^^^  autre  chose  que  la  différen- 
tielle totale  de  z  (40  '•  on  aura  donc 
du  ,     ,  di*  ,      ,  du  , 

c'eat-à-dire ,  qu'on  pourra  igaieir  à  séro  la  dîfférentialle 
première  de  l'équation  u=ao,  prise  par  rapport  aox 
trois  variables  « ,  ^  et  s.  Il  ne:  faut  cependant  p«i 
perdre  dcToe  que  cette  différentielle  doit  être  regardée 
comme  équivalente  à  deux  équations*,  car,  lorsqu'on  y 

aura  substitué  pour  àz  sa  valeur  3-  dx  +  t-  d  y,  l'indu 

pendance  des  accroissemens  d^r  et  d^,  exigera  que  les 
deux  quantités  qui  les  multiplient  soient  séparément 
égales  à  zéro. 

137.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les 
coefficiens  des  ordres  supérieurs,  en  différentiant  les 

équations 

du   .   au  à% 

au       dz^  d:;  ,^- 

En  n'ayant  d'abord  égard  qu  au  changement  de  x ,  non- 
seulement  z  variera ,  mais  en  même  temps  le  coefficient 

du  premier  ordre  -r-  donnera  naissance  au   coefficient 

d»a 
du  second  ordre  -pj.  En  différentiant  donc  l'équation 

(X)  par  rapport  à  jt  ,  on  aura ,  comme  pour  les  équa- 
tions à  deux  variables, 
d^u,       d»M  dz       d*M  As*   ,    dtt  d'«  _ 
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ds ,  et  en  j  regardant  âx  et  dj^  comme  oonstans ,  ce 
qui  donnerait  la  différentielle  seconde  totale  de  u, 
dans  l'hypothèse  de  z  fonction  de  x  et  de  y. 

1 38.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  k  tel 
ordre  de  différentiation ,  ou  à  tel  nombre  de  Yariables 
qu'on  voudra^  car  tout  se  réduit  à  déterminer  celles 
qui  sont  indépendantes ,  ce  qu'on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  oa 
aux  équations  proposées;  et  ensuite  on  difTérentîera  , 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables  en  particulier, 
en  traitant  les  autres  comme  des  fonctions  de  cellea-éi. 

Si ,  par  exemple ,  on  avait  les  deux  équations 


U=  O,  i^SSOy 


entre  les  cinq  yariables  s,  t,  x^y  ei  2,  on  verrait 
que  trois  de  ces  variables  sont  iadépcndantes.  Suppo- 
sant donc  que  y  et  st  soient  les  deux  variables  subor*» 
données ,  on  des  fonctions  de  s,  t ,  x ,  données  par  les 
équations  proposées ,  on  diiférentiera  successivement  u 
et  p  par  rapport  à  s ,  par  rapporta  t,  par  rapporta  x, 
et  l'on  aura 

6u      duây       du  dz 

ds       dy  ds        dz  ds  ' 

du       du  dy       dudz 

d7"^d^d7"*"did7"~^' 

du      du  dy      du  dz 

dx       dy  dx       dz  dx 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
d^,  d^,  dx ,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on ^ mette  dy  au 
lieu  de 


àràs  +  ^/àt  +  ^dx, 

ds       ^  dt        ^  dx 


dz  au  lieu  de 
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H  fÎRuIra 


On  tirera  vn  résultat  semblable  de  réi|uatîon  p=zo  \ 
iC  OiVDSuity  qu'en  diflerentiant  les  équations  u  =  o 
et  psso,  par  rapport  a  toutes  les  variables  s,  t, 
t,  jftt  z,  et  en  y  substituant  au  lieu  de  d^y  et  de  àz , 
Iv  expressions  de  ces  difTérenticlles,  considérées  Ci>mnic 
lypartenant  à  des  fonctions  de  trois  variables  (45)  , 
3  ikjDdra  égaler  séparément  à  zéro  le  coeilicient  de  la 
diiiSsreiitielIe  de  chaque  variable  indépendante. 

En  r^ardant  les  coeHiciens  difTérenliels  eux-mêmes 
oomme  de  nouvelles  fonctions  des  varîaljles  indépen- 
dantes ,  on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  reclierclic 
des diffirentielles  ultérieures;  ainsi,  après  quelques  ni- 
■aupiessar  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions^ 
ft  tMninerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équations 
iiilirentielles. 

139.  L'équation  u=Oy  entre  x,  y  et  z,  avant  deux 
différentielles  premières ,  il  est  évident  qu'on  [icnt  élinii- 
oerdeas.  constantes  entre  ces  trois  équations,  et  le  résul- 
tat exprimera  la  relation  des  variables  x,  y,  s,  et  descoefll- 

ciensdiCerentiels-p  ,  -r-  >  indépendamment  des  quan- 
tités éliminées. 

Si  l'on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du 
second  ordre  y  on  aura  six  équations,  entre  lcs(|uell(*s 
on  pourra  éliminer  cinq  quantités,  et  ainsi  do  suite. 

i4o.  Ceci  conduit  à  une  remarque  importante  , 
c^tst  qu'on  peut    éliminer  d'une  équation   à   trois  ou 
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k  un  plus  grand  nombre  de  '  variables ,  des  fonctions 
dont  la  forme  est  absolument  inconnue.  Soit  pour 
exemple  1-équation  s^=f(ajr+^)>  dans  laquelle  la 
caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n'est 
déterminée  en   aucune  manière  ^  je  vais  en  déduire 

une  équation  entre  X"  c*  T"  >  indépendante  de  cette 

fonction ,  et  qui  conviendra  également kz=:ax+ôyy'k 

«=:  v/a*  +  *J'i  i  «=sin(a«4"*J^)  >  et  en  général  à 
toutes  les  fonctions  de -la  quantité  ax^^by  ,àe  quelque 
forme  qu'elles  soient  Je  fais  pour  cela  ax  +  hysst\ 
l'équation  proposée  devient  s=f(^) ,   et  par  oonaé- 

quent  on  aura  àz  =  f '(^)d^ ,   en  représentant 


par  r(0)  iQAÎs 

d'où 

Mettant  donc  pour  t-  et  -7-  leurs  valeurs  a  et  ^,  puis 

éliminant  f^i),  il  viendra 

dz  âz 

ax  dy 

Cette  équation  exprime  un  caractère  au  moyen  du- 
quel  on  pourra  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est 
une  fonction  de  ax^^-by  ou  non  ;  car,  d'après  sa  for- 
mation ,  elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir  identique , 

ûz       dfl 
toutes  les  fois  qu^n  y  substituera ,  au  Heu  de  -j-  et  -r-  ^ 
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Application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 

des  surfaces  courbes» 

1 4 1.  Toute  équation  à  trois  Tariables  représentant 
une  surface ,  on  prendra  pour  ordonnée  de  cette  sur- 
face ,  la  variable  qui  sera  regardée  comme  déterminée 
par  les  deux  autres.  En  désignant  par  x ,  y,  z,  ces  trois 
variables  que,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  suppo- 
serons rapportées  à  trois  axes  perpendiculaires  entre 
eux ,  nous  prendrons  j  pour  Pordonnée  y  x  et  y  pour 
les  abscisses  d'un  point  quelconque ,  en  sorte  que  s  sera 
une  fonction  de  jp  et  de  ^. 

De  même  que  les  lignes  sont  engendrées  par  le  mou- 
vement du  point ,  les  surfaces  le  sont  par  oelui  des 
lignes.  Par  exemple,  les  cylindres  et  les  cônes  dont  on 
s^oCcupe  dans  les  Elémens  de  Géométrie^  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  des  deux  familles  de  surfaces  engen^ 
drées  pai  une  ligne  droite  ^  se  mouvant  parallèlement  à 
elle-même  j  ou  assujettie  à  passer  consianini^nt par  un 
point  donné.  Pour  diriger  le  mouvement  de  cette  droite, 
rien  n'empécbe  de  substituer  au  cercle  d'où  résultent 
les  cônes  et  les  cylindres,  une  courbe  quelconque  et 
située  comme  ou  voudra  dans  l'espace^  mais,  et  ceci 
est  bien  remarquable,  on  peut,  par  Feiuploi  des  diffé- 
rentielles partielles ,  écarter  ce  qui  lient  à  la  forme  de 
cette  courbe,  et  exprimer  en  général  le  caractère  com- 
mun de  toutes  tes  surfaces  d^unc  même  famille. 

En  effet ,  si  nous  supposons  d'abord  que  toutes  les 
droites  génératrices  doivent  être  parallèles  entre  elles , 
il  faudra  que,  dans  leurs  équations, 

^  =«jf  +  flc ,         z  =  bx  -^  /i  (^''^-  ï8i) , 

les  coefficiens  aet  b  soient  ronstans ,  et  que  les  quantités 
et  et  i9  varient  ensemble,  de    manière  que   l'une  soit 
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•ndkm  de  l'autre;  car  la  première  étant  dounée,  le 
lan  projetant  de  la  droite  gCDératrice,  sur  le  plan  des 
f  est  donné ,  et  son  intersection  avec  la  courbe  qui  di« 
îge  le  mouTement  de  cette  droite  achève  de  la  détcr- 
liner  C*)    •  o°  ^ura  donc 

j^  =  ax  +  (i,       j  =  ^x  +  ^(a) , 

>  étant  mie  fonction  dont  la  forme  di:pcnd  de  la  courlx; 
lireetrioe;  mais  la  première  de  ces  équations  donnant 

3  en  résulte 

z  —  bx:=ç[y  —  ojf). 

Si  l'on  fait  ici  &  =  o ,  on  aura 

iipiation  qui  rentre  dans  celle  du  n^  i4o« 
En  âiminant  la  fonction  ç  dans  le  cas  général ,  après 

«Toir  fiût  dM=zpdx  ^qày,  on  obtient 

p  +  a^  =  ô. 
142.  Quand  les  droites  génératrices  doivent  toutes 

p&Ber  par  an^némc  point   dont  les  coordonnées  sont 

i,  /ly  y,  leurs  équations  deviennent 

y  — fi=a  (Jf — •)  ,     s  —y  =  b{x  —  m)y 

et  œ  sont  les  coefficiens  a  et  h  qui  varient  ensemble  à 

disque  nouvelle  position  que  prend  la  d  roi  te  génératrice  ; 

il  faut ,  en  conséquence ,  poser  ^  =  ^  (a)  ^  ce  qui  donne 

a=^^    et  ÎZU:  =  ,  r^JZ^Y 
*— •  X  —  «  \x  —  m/ 

L'élimîiiation  de  la  fonction  ç  conduit  h 


(*)  Ou  bien  encore  i  soient  y  sz^M  »  *'  ='°''-^')»  *'•  cquaiions 
Icla  coarbe  directrice  ;  il  fuiit  qu*cn  posant  .r  z=x',  on  aitjr=v\ 
sss  sf,  et  par  conaeqnent  aj/  4.  «  =  4^*')  j  hx'  -♦-  ;S  —  ^x'} ,  croii 
en  éliminant  x\  il  résoltera  une  équation  entre  x  ci  â. 
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•143.  Ou  Toit  encore  sans  peine,  qae  si  une  courbe 
plane  quelconque  tourne  autour  de  Paxe  des  z/châctu 
de  ses  points  décrira  un  cercle ,  ayant  son  centk^  sàr  œt 
axe ,  et  pour  rayon ,  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice 
rapportée  à  ce  même  axe,  et  de  plus,  que  le  rayon -de 
ce  cercle  Yarie  avec  sa  distance  au  plan  des  xy ,  c'est-à- 
dire  ^  avec  %,  Si  donc  on  pose  pour  son  équation  ^ 
^  -4"  ^  =^  ^*»  <<  devra  être  regardé  comme  une  fonc- 
tion de  %f  et  vicê  versa  j  d'où  il  suit 

,»  +  j^=^(.),    ou    «=4(*«  +  j.»), 

«v^  désignant  une  fonction  inverse  de  ç, 
L%limination  de  -4^  conduit  à  l'équation 

,.    PJ'  — 7*  =  o> 

.  •  ■  •  .  li 

qui  exprime  la  caractère  des  surfaces  engendrées  comme 
on  vient  de  le  voir,  dont  la  sphère  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier, et  qu'on  nomme  surfaces  de  résolution.  Pour 
les  considérer  sous  le  point  de  vue  le  plus  général ,  il 
faudrait  supposer  dans  une  situation  quelconque,  PaKe 
autour  duquel  tourne  la  courbe  génératrice. 

Il  n'est  encore  entré  qu'une  fonction  arbitraire  dans 
l'expression  des  familles  de  surfaces  que  nous  venons 
d'examiner  ;  il  y  en  aurait  eu  un  plus  grand  nombre ,  si 
l'on  avait  laissé  plus  de  conditions  à  remplir  dans  le . 
mouvement  ou  la  nature  des  lignes  génératrices;  mais 
on  ne  peut  qu'indiquer  ici  ce  sujet.   Cependant  nous 
aurons   bientôt  l'occasion    de   faire  connaître  encore 
une   classe  de  surfaces  remarquables  :  ce  sont  tontes 
celles  qui,  comme  les  cylindres  et  les  cônes ^  peuvent, 
sans  déchirure  ni  duplicature  ,  s'étendre  sur  un  plan^ 
et    que  pour  cette  raison,    on  nomme  surfaces  déve- 
loppahles  (161). 
Enfin,  il  faudrait  aussi  montrer  le  procédé  à  suivre 
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yovr  particulariser,  d  après  une  condition  donnée,  la 

fiome  des   fonctions   arbitraires    contenues  dans  les 

é|BatMUis   primitives  des  familles  de  surfaces  ;   niais 

i  éÉÊÊme  son  principal  usage  se  rapporte  au  Calcul  intë- 

ï  1*1 1  ieTexposeraîà  la  suite  de  rintégraiion  des  équa- 

r  tkns  diffiérentielles  partielles. 

I  i44-  Considérons  maintenant  les  diverses  manières  de 
^  pmerd'uD  point  à  un  autre  sur  une  surface  quelconque. 
Lorsque  x  Tarie  seul  et  devient  x  +  h,  on  passe  du 
P^^  V 3  fig-  36,  au  point  //£,  »ituc  sur  la  section  i'ig«36. 
^Mm ,  faîte  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  xs ,  et 
■eue  par  le  point  M  :  l'ordonnée  m' m  de  cette  sec- 
tion ,  a  poar  déreloppement  la  série 

,  ds  A  ,  d»«  A»    .  dh    h^       ,     . 
dx  I      dx*  1.2       djr  1 . 2 . 3 

Si  dtAy  qai  se  change  en  y  «f  ^>  et  que  x  demeun* 
ooniCant,  on  passera  au  point  n  situé  sur  la  section 
PMn  fiiite  par  un  plan  parallèle  à  celui  dos  yz ,  mené 
encore  pnr  le  point  3f ,  et  le  développement  de  l'ordon- 
née nTit  de  cette  section ,  sera 

àzk      à*z   h^     ,   d'^a      k'       , 

'■*"5;7"^d;;îr^'^dp7X3"^^^''- 

En  frisant  varier  x  et  ^  en  même  temps,  on  passera  du 
point  Jtf  à  an  point  quelconque  iV,  et  cela  de  deux  ma- 
niferet  diflZrentes ,  savoir ,  en  substituant  y-^-k  au  lieu 
de  j  dans  le  premier  développement  ci- dessus ,  ou 
bien  x-f-A  au  lieu  de  x  dans  le  seconde  Par  l'une  de 
oei  opérations,  on  passe  de  l'ordonnée  mm  à  l'ordon- 
née iVJV;  dans  la  section /)i7iA^  et  par  l'autre,  on  passe 
ien'i»  à  W*Nt  dans  la  section  qnN.  Il  est  évident  que 
ces  deuk  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  N,  sans 
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quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas  continue  ;  il  faut 

donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n®'  89  et  4^ 

d'«  d*« 

soient  identiques  :  Téquation  t— r-  =  -r-r-  >  à  laquelle 

tient  cette  circonstance ,  n'est  donc  que  Vexpremon  de 
la  loi  de  continuité. 

Ayant  k  considérer  particulièrement  la  série 


ds  ds  . 

'd'«  ,.    .       d'à    ,,    ,  d' 

Ç**+dy 

+  etc. , 


+ï©*-+'i«**+a7*-) 


qui  e&prime  le  développement  de  la  yâleuif'  de  s  , 
correspondante  à  x+h  età^-f"^?  pour  abréger,  je  la 
représenterai  par 

*+ph  +  qk+^irh*  '^!i8hk+ti^)+ etc., 

en  posant 

da  _  di  _         ^  _  ^*^  _        4!?.  — . 

d*""^'     ^~'^'     àx^"'''     dS^""*'     d7»~*' 

et  je  ferai  observer  que  le  rapport 

déterminant  la  direction  de  l^N'  par  rapport  aux  axes 
des  *  et  des  y  ,  fait  connaître  celle  du  plan  M'MNlf^ 
mené  perpendiculairement  au  plan  ABC^  et  coupant 
suivant  MN  la  surface  proposée. 

i4^*  11  suit  des  considérations  précédentes,  et  de  ce 
qui  a  été  dit  n°  i36,  que  si  z^=  o  représente  l'équation 
d'une  surface  courbe,  les  équations  différentielles 
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du       du  dz^ du       du  dz 


dx       as  dx  dy      dz  dy 

ippartîendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm 
!t  PMn  ;  la  coordonnée  y  n'entrera  dans  la  première 
(lie  comme  aue  constante  arbitraire^  qui  détermine  la 
position  da  plan  coupant  :  il  en  sera  de  même  de  la 
cooidonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  àz  de  l'une  de  ces  équations  avec  celui  de 
l'aotre ,  pnisque  ces  deux  dilTcrentiellcs  ne  sont  que  par- 
tielles (i35). 

.  La  différentielle  totale ,  ou  l'ensemble  des  ternies  du 
premier  ordre,  ayant  pour  expression 

,        dz  ,      .    dz  ,  -  , 

ai       +  5;  ^-^^  =  ^^^  +  ^^^' 

ûz  =  pdx  est  la  diiTcrcntiellc  de  l'ordonnée  de  la  sec- 
tion paraOèlc  au  plan  des  xz,  scmblablemcnt  d2=r^d^ 
est  œlfe  de  l'ordonnée  de  la  section  parallèle  au  plan 
les  y*. 

Si  l'on  demandait  la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la 
lection  &îte  par  un  plan  quelconque  M'MNN'  perpen- 
licnlaire  à  celui  des  xy,  l'équation  de  ce  plan,  de 
même  que  celle  de  sa  commune  section  M  If  y  étant  de 
la  forme  yz=mx'+fi  {Trig»  176),  établirait  une  xdé- 
pendanoeentreles  coordonnées  j:  ftl  y,  il  ne  serait  plus 
permis  de  &îre  varier  l'une  sans  l'antre ,  et  z  ne  pour- 
rait changer  que  d'une  seule  manière  *,  il  faudrait  alors 
employer  la  différentielle  totale  dz  =i  pdx -^  qdy  ^  en 
obiërrant  que  l'équation  du  plan  coupant  donne 
iy  =  ctdjr  ,  d'où  il  suit 

d2  =  (/7  +  Aq)  dx. 

Cet  exemple  offre  l'explication  géométrique  de  ce 


\ 
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I 

qu'on  lit  dans  le  n*^  4^,  relativement  h  Pemploi  desdiflRè- 
rentielles  totales.  En  supposant  toujours  une  dépen- 
dance entre  les  deux  variables  y  on  fixe  la  direction  dans 
laquelle  on  passe  d'un  point  à  un  autre  sur  la  surface 
proposée;  car  si  la  section  iH AT  n'était  pas  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  à  celui  des  x^,  et  qu'elle 
eût  en  conséquence  sur  ce  dernier ,  une  courbe  pour 
projection ,  la  droite  3fN'  serait  la  tangente  de  cette 
courbe  au  point  df,  et  la  projection  de  la  droite  qui 
toucherait,  au  point  M,  la  section  J/iV  faite  dans  la 
surface  proposée. 

146.  La  première  remarque  qui  se  présente,  c'est 
que  la  limite  du  rapport 

NN'  —  MM' 
ATN'        ' 

donnant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait , 
avec  sa  projection  A/'A^',  la  droite  qui  touche  au  point 
M  la  section  formée  dans  la  surface  par  le  plan 
M'MNI^'  (58) ,  mesure  l'inclinaison  de  cette  section  par 
rapport  au  plan  des  xy ,  et  indique  par  conséquent  la 
pente  de  la  surface,  dans  la  direction  MN»  Or,  pour 
passer  à  la  limite,  il  faut  substituer  aux  accroissemens 


NN'—MM'    et    MN'=\/M'm''+^W\ 
les  différentielles  correspondantes 


dz  =  (p+<tq)àx,    t/dx*  +  d^*  =  darV/i  +  a»(l45), 
d'où  il  résultera  pour  la  limite  cherchée , 

Cela  posé,  on  peut  demander  quelle  doit  être  la  si- 
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latioo  du  plan  coupnt  M'MNN*  pour  que  l'expression 
UdefTOS,  qui  varie  avec  Fangle  N'M'm  dont  la  tan- 
^le  =«»  soit  an  maximum.  Pour  résoudre  ce  problème. 
I  fiint  diSërentier  cette  même  expression  par  rapport 
I  «,  et  égaler  le  résultat  à  zéro  (loi)j  on  trouYcra 

-ï— ^-^  =  o,     d'où     q — pm=zOf     «  =  ^', 

dy 
et  si  Ton  met  pour  «  sa  yalcur  -p-,  on  formera  Péqua- 

tkm  différentielle 

qdx  — pày  =  o  , 
* 
qui ,  conjointement  avec  celle  de  la  surface , 

dz  =  pdx  +  qày, 

fera  oonnaitrela  direction  dans  laquelle  doivent  se  suc- 
cséder  les  points  consécutifs  pour  descendre  du  point  M 
aorplan  dei  jr^  par  les  arcs  les  plus  inclinés ,  ou  la  ligne 
de piuê  grande  pente  qui  conduit  de  ce  point  au  plan 
des  sy.  Cette  ligne  qui,  généralement,  sera  courbe,  se 
présente  souvent  dans  les  arts  de  construction. 

'  i47-  Venons  maintenant  aux  osculations  des  surfaces  ; 
«HMfcvofns-CP  deux  passant  par  un  même  point  ayant 
poiîr  coordonnées  x,  ^',  s,  et  qu'en  changeant  x  en 
'"f^^yj^ci^  ^+^9  l'équation  de  la  première  surface 
donne 

sJ^ph+qk+\  (rA«+  ^RÎik  +  tk")  +  etc. , 

et  celle  de  la  seconde 

5+ PA  4-  Çifr  +  i  {/JA*  +  -iShk  +  7%')  +  etc.  ; 

leur  distance  pour  le  s(*cond  point  que  Ton  considère  , 
sera,  dans  le  sens  de  l'ordonnée  2, 
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+  i{(r-«)A*  +  2(*-^Aib+(^-T)P} 
+  etc. , 

série  qa'on  peat  rendre  cooYergente ,  en  prenant  helt 
très  petits  y  et  qui  diminuera  de  pins  en  plus  de  valeur, 
lorsqu'elle  perdra  les  termes  de  sa  première ,  de  sa  sdt- 
oonde,  etc.,  lignes. 

En  raisonnant  ici  comme  on  Fa  fait  par  rapport  aux 
courbes  dans  le  n**  ^5 ,  on  se  conTaincra  qu'une  troi- 
sième surface  pour  laquelle  ces  termes  ne  disparaîtraient 
paS;  passerait  nécessairement  en  dehors  des  deux  autres, 
dans  tous  les  points  qui  environnent  leur  point  commun. 

Lorsqu'on  aura 

les  deux  premières  surfaces  proposées  se  toucheront ,  et 
leur  contact  sera  du  premier  ordre;  il  sera  du  second, 
si  l'on  a  en  même  temps 

et  ainsi  de  suite. 

1 48.  Si  Ton  suppose  maintenant  que  Téquation  de  la 
seconde  surface  renferme  un  certain  nombre  de  con^ 
tantes  indéterminées ,  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes pour  anéantir  les  premiers  termes  de  la  dis- 
tance des  deux  surfaces,  et  établir  ainsi  entre  elles  le^ 
contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  c'est-à-dire, 
une  osculation. 

En  représentant  par  x',  y\  «',  les  coordoniiées  de  la 
seconde  surface,  la  première  condition  à  établir,  c'est 
qu'en  changeant  dans  son  équation ,  que  je  représenterai 
par  ^  =  o ,  «'  et  y  en  *  et  j',  on  en  tire 


.'=£ 


> 


.    ••     • 


•      • 


•  •• 
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donnée  de  la  surface,  analogues  à  celles  qui  nous  ont 
conduit  à  la  détermination  des  points  singuliers  des 
courbes.  Mais  pour  se  faire  une  idée  de  la  forme  d'one 
surface ,  il  ne  suffît  pas  d'en  chercher  des  points  isolés  ; 
il  faut ,  comme  pour  la  construire  ,  imaginer  un  en- 
semble de  sections  faites  par  des  plans  ou  des  surfaces 
assujetties  à  une  loi  constante  et  déterminée. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  reconnaître  en  quel  point  d'une 
surface,  son  ordonnée  est  un  maximum  ou  uu  mini- 
mum, c'est-à-dire,  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qui  l'entourent  immédiatement,  dans  quelque 
direction  qu'on  les  prenne  ;  car  il  doit  j  avoir  alors 
un  Tnaximum  ou  un  minimum  sur  toutes  les  sections 
que  forment ,  dans  la  surface  proposée ,  les  divers  plans 
passant  par  cette  ordonnée.  Or,  en  posant  pour  Tune 
de  ces  sections 

(1^  =  adx , 

le  coefficient  différentiel  de  z  considéré  comme  l'or- 
donnée de  cette  section,  sera  exprime  par 

et  devra  être  nul  ou  infini  (loi),   indépendamment 
d'aucune  valeur  de  m,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum j  quelle  que  soit  la  situation  du  plan  coupant. 
Les  conditions  du  premier  cas  seront  donc 

dz  dz 

et  par  leur  moyen,  on  déterminera  les  abscisses  du 
point  cherché;  mais,  comme  dans  les  courbes,  on  ne 
pourra  pas  conclure  de  ces  seules  conditions,  qu'il  y 
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P  =  — ; »  >   q  =  — I T  f 

3»^  (  1+ w»»)^  3s'  (  I + TO»>^ 

et  montre  qu'elles  sent    réelleneiit  infinies,  kra^e 
X  =  o  et  que  m  est  assignable ,  d'où  il  résulte  ysst^. 

A  la  Téritéy  si  l'on  cherche  la  forme  de  cette 
partie  de  la  surface,  on  reconnaîtra  sans  peine  qoe  le 
point  qui  répond  à  jp=o  ,  y=  o ,  est  une  espace  de  bec 
ou  de  rebroiissement ,  au-delà  duquel  la  surface  ne 
s'étend  pas,  et  semblable  à  celui  que  produirait  la 
FiG.i4-  courbe  EM ^  fig,  i4,  en  tournant  autour  de  la  ligne 
PM,  On  Terra  aussi  que  />  et  ^  se  présentent  so«w  la 
forme  | ,  parce  que  la  position  du  plan  tangent  à  ce 
point  est  indéterminée ,  puisque  tout  plan  qui  passe 
par  l'axe  des  z,  touche  et  coupe  la  surface. 

II  existe  aussi,  dans  les  surfaces  courbes,  des  suites  de 
points ,  ou  des  lignes  dans  lesquelles  elles  retournent  sur 
elles-mêmes,  qui  sont  nommées  arêtes  de  rehroussementj 
et  dont  on  verra  bientôt  un  exemple;  d'autres  lignes 
où  les  courbures  changent  de  côté  ;  celles-ci  sont  des 
lignes  cf  inflexion j  qui  peuvent  se  reconnaître  par  le 
changement  de  signe  des  rayons  de  courbure;  mais  tous 
ces  détails  sortant  des  limites  que  j'ai  dû  me  prescrire, 
je  vais  passer  à  la  recherche  purement  analytique  des 
maximums  et  des  minimums  des  fonctions  de  deux  va- 
riables. 

i55.  Il  est  évident  que  la  différence 

entre  deux  valeurs  successives  d'une  fonction,  lorsque 
Jes  accroissemeus  demeurent  très  petits ,  mais  sont 
d'ailleurs  quelconques  ,  doit  rester  toujours  positive  si 
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ainsi  qu'oQ  l'a  déduit  des  considérations  géométriques 
(i53). 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  jp  et 
de  y  déterminées  en  conséquence ,  il  faut  encore  que  les 
coeffîciens  I>,  £  et  F,  ne  s'évanouissent  pas  en  même 
temps  9  et  de  plus  y  que  le  signe  de  la  quantité  qui  forme 
la  seconde  ligne  du  développement  ci- dessus,  soit  in- 
dépendant des  valeurs  de  «.  En  donnant  à  cette  ligne 
la  forme 
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\.7\P 


-p   •  +  «•)•••    (a)> 


on  voit  que  son  signe  restera  le  même  si  le  polynôme 

n'en  change  pour  aucune  valeur  de  «;  et  c'est  ce  qui 
arrivera  ,  si ,  étant  égalé  à  zéro ,  il  n'admet  pour  a  que 
des  valeurs  imaginaires  ou  des  valeurs  égales  :  or,  ces 
valeurs,  exprimées  en  général  par 


seront  imaginaires  lorsque  E^  ^FD  y  et  égales  si 
£»  =  FD. 

Sans  ces  conditions ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mi» 
nimum;  et  comme  elles  exigent  d'abord  que  F  et  D 
aient  le  même  signe,  lorsqu'elles  seront  remplies,  celui 
de  la  quantité  (a)  ne  dépendra  plus  que  du  signe  du 
coefiicientF;  on  aura  donc  un  m,inimum.  s'il  est  positif , 
et  un  Tnaximum  s'il  est  négatif. 

Euler,  dans  ses  IiistUutiones  Calculi  differeritiaUs  ^ 
n'indique  qu'une  seule  condition,  savoir,  que  DtlF 
soient  de  même  signe;   Lagrange   montra  le  prenier 
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et  l'on  trouTe   ensuite 

ma  na  pa 

Popr  M?ojr  si  ces  ▼alesFt  a(ipariienBeAt«n  e8efc,i  wi 
vKzjpmM»^  an  ies  sohstitaera  dans  les  ^Bipressîona  gécr 
péraleB  de  .  n 

d^     J!îi      l'« 

djT*'    d*dy'    dp' 
en  faisant,  pour  abréger  y  iroH-y»-f-p  =  y,  ontrôutefà 

m— I 


-=-c"+')(t)"  (7r'(fr 


î7  /     v^/     \q 

Les  quantités!)  et  F  sont  toutes  deux  négatives,  et  Pon 
s'assurera  sans  peine  qu'elles  remplissent  la  condition 
E*'^DFy  lorsque  les  exposans  m,  n^  p,  sont  positifs; 
ainsi  on  a  obtenu  le  maximum  demandé. 

m 

157.  Comme  application  géométrique,  je  prendrai 
la  détermination  de  la  plus  courte  distance  entre  Un 
plan  et  un   point  donnés. 

Soient  X  f  jy ,  it ,  les  coordoa,iîécs  du  plan  ^  qui  isont 
les  inconnues  du  problème  ,  x\  y,  z\  celles  du  point 
qui  sont  données  ;  la  distance  entre  le  point  et  le  plan 
sera  exprimée  par 

u  =  \/{x—  xy  +  {j-  yy+  {z—s'y, 

qui  devra  être  considéré  comme  une  fonction  des  deux 
variables  x  et  y  y  à  cause  de  la  dépendance  qu'éta- 
blit entre  celles-ci  et  l'ordonnée  2/  l'équation  du  plan 
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•ur  les  plans  des  xy  et  des  xz , 

y-y=-^^{x-x^, 

«-  «  =  g^  {x—x")  {Trig.  179), 

qui  appartieDoentéridemment  aux  lignes  M^  7^  et  Wl^^ 
tangentes  aux  projections  M'IC  et  M''X'  de  la  courbe 
proposée  (68).  II  ne  reste  plus  qu'à  mettre  dans  ces  équa» 
tions,  au  lien  des  coordonnées  y,  £  et  de  leurs  dif- 
férentielles ^  les  Valeurs  tirées  des  équations  dies  pro- 
jections de  la  courbe  proposée. 

iSg.  Deux  tangentes  consécutives  TM  eltm^  déter- 
minent le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutif , 
et  qu'on  nomme  plan  osculateur.  On  peut  trouyer  son 
équation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  points 
consécutifs  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 

z'=  ÀX  +  By  +  D 
son  équation  ;   il  faudra   qu'on   ait  d\'ibord 

z^Ax+By-^D, 

puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x^  y  et  z\  et  pour  que  les  deux  points  suÎTans 
s'y  trouvent  aussi ,  il  faudra  de  plus  que  la  dificrentielle 
premifTC  et  la  différentielle  seconde  de  son  équation , 
aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  d*,  d^, 
ou  d«  pour  constante  (i33);  mais  il  sera  plus  symé- 
trique de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
temps,  et  il  viendra 

àx  =  AAx+BAy, 
d*a=^d';r-f  ^dV, 
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Ungenles  de  la  courbe  proposée»  et  lerâ  ptr  oonaéquent 
Féqaatioo  de  la  surface  qu'elles  forment. 

11  est  évident  qu'on  pourra  reconnaître  par  cette 
équation ,  si  la  lôonrbe  donnée  est  plane  ou  à  douUe 
courbure,  puisque  dans  le  premier  cas,  la  sur&ce  dont 
on  Tient  de  parler  sera  un  plan ,  et  dans  le  seccmd  une 
surface  courbe. 

Quand  les  formes  des  fonctions  ^  et  4  ne  sont  pas 
données  y  l'élimination  ne  peut  s'effectuer  qu'en  diffé- 
rentiant ,  et  Pon  parvient  alors  au  caractère  général  des 
surfaces  dérdoppables.  11  £iut  d'abord  obserrer  que 
l'équation  (a),  établissant  une  relation  entre jr,  ^  éta, 
fait  Toir  que  la  dernière  de  ces  quantités  est  une  fonction 
des  deux  autres;  je  différentie  donc  sous  ce  point  de 
▼ue,  et  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
k  ^  >  les  équations  (a)  et  {b).  Pour  abréger^  je  pose 

dz^pdx  +  qda,      5^=«»     d^=^*'î 
après  les  rédactions,  il  vient 

•   0  =  ^' (•)  +  (* —)-»), 

p=4'(-)+(*— )-T(«:), 

mettant  alors  dans  les  valeurs  de  p  et  de  ^^  celles  de 
(jp— fit)*'  et  de  (x — rt)*",  tirées  des  deux  premières  équa* 
lions ,  p  et  q  serout  exprimés  en  et  seulement ,  par  des 
fonctions  arbitraires  de  cette  quantité  :  on  aura  donc 

w  désignant  une  fonction  dépendante  de  ^  et  de  4  ^ 
aussi  arbitraire  que  celles-ci. 

Maintenant;  si  l'on  fait;  comme  dans  le  n*  iSi, 
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existe  un  nombre  infini  de  droites  qai,  paiMint  parle 
point  donné,  sont  en  même  temps  perpendicnlairei  à  la 
tangente:  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire k  cette  tangente ,  et  qui  se  nomme  plan 
normal.  En  donnant  aux  équations  de  la  tangente  (i58) 
la  forme 

on  toit  que  l'équation  du  plan  normal  est 

(/-«)  %My-y)  J  +  .'-.  =  o     (  Trig.  1.8a  )  . 

on 

(*'-*)<Lr  +  {y' -y) Ay  +  («'-.)  d.  =  o    (i), 

Cohsidérons  maintenant  le  plan  normal  pour  le  point 
consécutif;  il  est  éyident  qu'il  coupera  celui  qu'on  vient 
de  déterminer,  et  que  »  sur  cette  intersection ,  les  coor- 
données %j  y' y  %\  n'auront  pas  Tarie,  quoique  x  soit 
devenu  jr  +  dx;  on  aura  donc  alors 

(x'— x)d»*4- (y— :r) d*j^+(s'-s) d«a-d«»  =  o  (a), 
en  posant  pour  abréger, 

dx*  +  dy+d«*=d»', 

etle  système  des  équations  (i)et  (2)  exprimera  la  droite 
dont  il  s'agit.  Si  on  le  combine  avec  les  équations  de  la 
courbe  proposée,  pour  éliminer  x,  ^  et  2 ,  il  restera  une 
seule  équa^tion  appartenante  à  la  surface  qui  est  la  limite 
des  intersections  successives  des  plans  normaux ,  comme 
la  développée  des  courbes  planes  est  celle  des  intersec* 
tiens  consécutives  de  leurs  normales  (80). 

Cette  surface  est  évidemment  développable  ;  car, 
ainsi  que  celle  des   tangentes ,  elle  est  composée  de 
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i63.  Noos  fomnies  maintseDant  en  état  de  déterminer 
let  courbures»  ou/Uxionê,  d'une  courbe  à  double  cour- 
bare.  La  première ,  cdie  qui  subsisterait  encore  quand 
on  défelopperait  la  surface  de  ses  tangentes  ou  denses 
plans  osculateursi  est  celle  du  cercle  qui  est  la  limite  de 
tous  les  cercles  passant  par  trois  points  consécuti£i  de 
cette  courbe  9  et  oontanu  par  conséquent  dans  le  plan 
osculateur.  Son  centre, qui  estéTidémment  l'intersection 
de  ce  plan  arec  les  deux  plans  normaux  consécutifs , 
sera  donné  en  joignant  l'équation  du  n®  1 5g,  au  ëj$^ 
tàme  des  équations  (i)  et  (a)  du  n^  précédent. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  déterminera  les  Tab- 
leurs de 

pour  les  substituer  dans  l'expression 

qui  sera  eelle  du  rayon  cherché,  que  je  représenterai 
par  u. 

Si  l'on  pose  d'abord  pour  abriter 


sujetti  h  se  mouvoir  H'ane  manière  qnelconqae  dans  I^espace;  tel  est 
IVnoncé  le  plus  concis  de  la  formation  des  surfaces  dcVeloppablet. 

En  joignant  aox  dqnations  (i")  et  (a'^  la  différentielle  de  la  fé- 
conde, prise  seulement  par  rapport  h  m,  afin  de  passer  au  point 
commun  à  deux  intersections  successives  des  plans  ge'ue'rateQrs, 
on  aura  ponr  ce  point, 

o  =  *♦"(!«)  4-r*"(m)    (3'';; 

et  si  Ton  élimine  m  entre  les  équations  (i*'),  (a")  et  (3"),  on  obtien- 
dra Tarète  de  rcbrooissement  de  la  surface  déveJnppable  (i6i}. 

La  famille  des  surfaces  dévcloppables  ne  renferme  pas  tontes 
celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouTement  d'une  droite  9  il  y  a 
en  outre  les  surfaces  gauches  ou  réglées  :  voyez ,  sur  c«  sujet ,  l« 
Traite  in-40^  t.  I ,  page  606,  et  t.  III ,  page  6(S. 
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djdV— d*d**  =y, 
d^d'«  — d«l*^  =  JIC, 

Éi  ndiquant  cbacnne  de  ces  expressions  par  la  lettre 
|n  ne  ^7  trouve  point,  l'ëquatîon  da  plan  oscula- 
liear  (i%)  deviendra 

Xi:f^x)  +  Y(j'-y)  +  Z  (»'-  .)  =  o  ; 

et  CB  la  combinant  avec  celle  du  pr/emier  plan  nor- 
■d ,  n*  précédent  y  on  en  tirera  d'abord  les  valeurs  de 
p'— jr  et  de  y^^y  en  / — «,  qu'on  mettra  dans  Téqua- 
lioii  da  second  plan  normal,  qui  donnera 


D  =  {TAz—  Ziy)&*x  +  (JZix  —  :ïd«)d*  r 
+  (Xdjr_rd*)d««, 

iiîi  - 

, (rd;^-Zdj.)ds' 

(Zix  —  Xàz)A^ 

Il  tobrtitiiant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  't*,  on 
tramera 

_[{Xay''YAxYM!^^Ax^XAzf+{yàz--ZAyf]i]^ 

Cda  fait  y  on  s'assurera  aisément  que 
XAx+YAy  +  ZAz  =  o, 

rt  en  ajoutant  le  quarré  de  cette  expression  au  premier 
bctenr  du  numérateur  de  m*,  on  aura 


«F=- 
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"  —        -^    ;    • 

Oa  Terra  aussi ,  en  développant  la  Talenr  de  D^  qu'die 
fe  réduit  k  J?  -f"  ^T^  +  ^*  •  on  obtiendra  dono  pour 
dernier  résultat 

L'intersection  de  deux  plans  normaux  consécutifiii, 
étant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  pris  sur  la  courbe  proposée ,  en  est  l'axe , 
et  chacun  de  ses  points  peut  seryir  à  décrire  le  cercle  » 
en  prenant  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à  ceux 
du  cercle  ;  mais  parmi  toas  ces  rayons ,  on  distingue 
sous  le  nom  de  rayon  (U  courbure  absolu  j  celui  qui 
est  dans  le  plan  même  du  cercle ,  et  que  nous  venons 
de  trouver. 

Les  valeurs  de  x'y  y  et  s',  feront  connaître  la  position 
du  centre  de  courbure  ;  et  en  éliminant  x^  y  et  z,  on 
obtiendra  les  équations  de  la  courbe  formée  par 
tous  ces  centres;  mais  cette  courbe  n'est  point  la  dé- 
veloppée de  la  proposée  ;  lorsque  celle-cî  n'est  pas 
plane  (*). 

La  formule  précédente  donnant ,  comme  cas  particu- 
lier,  la  courbure  de  l'intersection  d'une  surface  et  d'un 
plan  quelconque,  se  rattache  à  ce  qu'on  a  vu  sur  la 
courbure  des  surfaces  (i5i).  Je  me  Ixirnerai  ici  au  cas 
où  le  plan  coupant  passe  par  la  normale  à  la  surface 
proposée;  je  prendrai  le  plan  tangent  pour  celui  desjpj»', 
et  pour  origine  des  coordonnées  le  point  oii  Ton  cherche 
la  courbure.  Par  cette  hypothèse  on  a  d^  =  o  et  aussi 


(*)  yoycz  pages  (5a5  cl  63o  da  I«'  ▼ol,  da  Traité  in-4*' 
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f  64-  La  seconde  courbure,  on  la  seconde  flexion  des 
courbes  qui  ne  sont  pas  planes ,  est  la  courbure  des 
surfaces  déreloppables  formées  par  leurs  tangentes  ,  et 
indiquée  par  les  angles  compris  entre  les  plans  osenla- 
tenrs,  comme  leur  premièrie  flexion  Test  par  les  angles 
compris  entre  leurs  tangentes.  Or,  les  droites  qui  sont 
les  intersectiops  des  plans  normaux,  étant  perpen- 
diculaires aux  plans  osculateursy  comprennent  entre 
elles  le  mtee  angle  que  ces  derniers  \  de  plus ,  comme 
elles  forment,  par  leurs  rencontres ,  Tarëte  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  des  plans  normaux ,  elles  sont 
aussi  les  tangentes  de  cette  arête  ,  qui  font ,  par  consé- 
quent, entre  elles  des  angles  égaux  h  ceux  des  plans  oscu* 
lateurs  correspondans;  ainsi  la  seconde  flexion  de  la 
courbe  proposée  est  égale  à  la  première  flexion  de 
r arête  de  rebroussement  des  plans  normaux.  Cotte  re- 
lation remarquée  par  M.  Fourîer,  est  réciproque  entre 
les  deux  courbes,  puisque  les  tangentes  de  la  proposée 
comprennent  évidemment  entre  elles  des  angles  égaux 
à  ceux  que  forment  ses  plans  normands,  qui  sont  les 
plans  osculateurs  de  Varcte  de  rebroussement  delà  sur- 
face développable  qu'ils  composent. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  points  singiiliers  que 
peuTcnt  présenter  les  courbes  à  double  courbure;  mais 
cette  discussion  me  mènerait  trop  loin;  je  me  conten- 
terai de  faire  observer  qu'elles  sont  susceptibles  de 
deux  sortes  d'inflexions  :  l'une  qui  se  rapporte  à  leur 
prerai^re  courbure,  se  manifeste  comme  dans  les  courbes 
planes,  par  le  cbangement  de  signe  de  leur  rayon  de 
courbure  absolu;  l'autre,  par  celui  du  rayon  de 
courbure  de  la  surface  de  leurs  tangentes,  ou  de  l'arête 
de  rebroussement  delà  surface  de  leurs  plans  normaux. 
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CALCUL    DIFFÉRENTIEL 


ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SECONDE  PARTIE. 

CALCUL    INTÉGRAL. 

De  Fmtégration  des  fonctions  rationnelles 
dune  seule  variable. 


i65.  Lb  Calcul  intégral  est  Vinverse  dn  Calcul 
.  dîSêrentiel;  il  a  pour  but  de  remonter  des  coefiîcieDs 
diffBrenlîds  aux  fonctions  dont  ils  dérivent  L'expo* 
sitîoii  des  principes  de  ce  Calcul  présenle  des  divi- 
sioDi  analogues  k  celles  qu'offre  le  Calcul  dîîTércutîel. 
II  peut  arriver  que  la  composition  des  coelUciens  dilTé- 
»    rentieb  de  la  fonction  clierchée ,  soit  donnée  im média- 

» 

i    lement  par  les  variables  indépendantes,  ou  qu'on  ait 
I    senlenieiit    une    équation  entre  quelques-uns  de  ces 
^    ooefficieiis  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre- 
mier cas  étant  le  plus  simple ,  c^est  celui  qu'il  convient 
de  traiter  d'abord. 
Cale,  inlègr. 
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Lorsque  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 
d'une  fonction  de  s ,  est  donné  en  x,  on  a 

^  =  X,    ou    dyz=Xdx'j 

la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont  la  différentielle 
est  XAx  f  et  on  l'indique  comme  ci-dessous  : 

y-fXAx, 

la  caractéristique/  étant  l'ioTerse  de  la  caractériatiqiie 
d  (•). 

Gela  posé  y  tes  diverses  formes  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X  se  classent  ainsi  qu'il  suit  :  fonctions 
ratiohnellesy 

fonctions  irrationnelles  ^ 

fonctions  transcendantes , 

{{U,\r)y     î{Uj  sinF),  etc. 

i66.  On  voit  d'abord  que  pour  efTeetner  l'intégra- 

{*)  Ceux  qni  ont  ccrit  les  premiers  snr  le  Calcul  intt^ral,  ont 
empiojt*  la  lettre  /  comme  Tinitiale  du  mot  fomme,  parce  que  y 
suivant  le»  idées  de  Leibnitz,  les  différentielles  repre'sentant  Ict 
accroisscmcns  infiniment  petits  des  variables  (6;,  il  s^en&uit  qu^une 
variable  quelconque  est  la  somme  du  nombre  inÛDi  d^accroîsscmcns 
quVUc  a  reçus  depuis  son  origine  jnsqu^au  moment  où  on  la  con- 
sidère; et  c'est  pour  cela  qu^on  adonné  à  la  fonction  quejViî  ap- 
pelée pniniaVe,  le  nom  d'Intégrale  f  comme  «tant  le  rcsnltac  tle 
i''agri^ation  de  toutes  les  différentielles  :  on  verra  plus  loin  qu'elle 
est,  en  toitte  rigueur,  la  limite  de  leurs  sommes:  ces  dc'uomi- 
naiions  étant  bien  entendues,  on  peut  se  servir  imUfil'rcinmeni  de 
Tune  ou  de  l'autre. 
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M»,  il  faut  reuTeraer  les  règles  qui  ont  serri  à  dilTéren- 
îcr  ;  or,  par  la  firemiëre  de  ces  règles,  on  a 

d(tf  +  y — f#')  =  dtt-|-d«'  — du'  (lo), 

!t  ii  Pou  intègre  le  premier  membre^  en  y  supprimant 
•  caractéristique  d,  on  trouve 

»  +  i' —  w  = /(dw  +  dv — di*'), 

M  qui  revient  à 

/Stf  +fdv—fdu^  =Adu  +  d^  —  du^ , 

fnè  il  résulte  que 

APi*+  Qdx-^Rdx)  =  fPdx  +fQdx  —fRdx , 

JbUi-dire  que  i^ intégrale  de  la  somme  de  plusieurs 
fhrfMMis  diffireniielles  ^  est  égale  à  la  somme  des  inié^' 
froict  de  chacune  de  ces  /onctions» 

Denêmey  d.au'=adu  (ii)  donne  aw^fadu,  et 
pr  conséquent /âdu=a/(izf,  d^oit  faXdx=afXdx  :  l'on 
peat  donc  faire  sortir  du  signe  /  la  constante  a. 

167.  La  différentielle  de  Jx^  +  B  étant  mAx'^-'dxy 

onen  oondura  que  l'intégrale  de  as^Ax  est  — : —  +  B  ; 

»+i 

or  en  comparant  as^dx  avec  mAx^^^dx^  on  a 
»— i?=fi,     et    mA'=-a^     ou     ^=  — = 


m     n-f-i' 
n  résolte  de  cet  exemple ,  que  Iors(|ue 


a*»-^» 


t^Ot-i-dire»  que  pour  intégrer  la  différentielle  monôme 
VÊ^iljUJiaUaugmenter  l'exposant  de  la  variable  d' une 
tniéjpuis  dipiser  par  le  nouvel  exposant  et  par  dzm 

la  oonslante  B  est  demeurée  arbitraire^  comme  on 
^ît  8?y  attendre  (7). 
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i68.  Arant  d'aller  plus  loin,  il  est  à  propos  d'exa- 
miner un  cas  particolier,  dans  lequd  la  r^le  ci-deisos 
est  en  délaut;  c'est  celai  ou  i»=—  i.  Il  fient  alors 

oac^  a 

•'        o  "  "^  o  ^     ' 

• 

mais  si  l'on  &it  attention  que 

dy  =  a:r*àx  = =  od.l*  (ag) , 

on  reconnaîtra  bientôt  que 

^  =  al*  +  ^, 

et  que  l'exception  que  présente  ici  la  règle  du  n*  pré- 
cédent ,  tient  k  l'impossibilité  d'exprimer  la  transcen- 
dante \x  en  un  nombre  fini  de  termes  algébriques. 

Néanmoins ,  un  simple  changement  de  forme  dans  la 
constante  B ,  suffit  pour  rattacher  ce  cas  particulier  à  la 

formule  cénérale  ;  car  si  l'on  écrit ; —  -|-  j9    au 

"  7*  +  I 

lieu  de  B  ,  ce  qui  est  permis ,  puisque  cette  constante 
est  arbitraire  y  la  formule  générale  est  alors 

et  dcTÎent  -J  quand  /i  =  —  i  :  mais  si  l'on  y  applique 
le  procédé  du  d?  gS ,  en  prenant  n  pour  variable  ^  on 
obtiendra  la  vraie  valeur 

y  =  a]x  +  B, 
la  même  que  ci-dessus. 

169.  L'expression 

d^  =  ax'^dx  -f-  bx'^àx  —  cxPdx 

qui  représente  une  différentielle  rationnelle  et  entière, 
quelconque  d'ailleurs ,  conduit  à 
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ffqyrhsles  règles  des  n^  i66  et  167. 

Je  n'ajoute  qu'une  constante  arbitraire;  car  il  est  aisé 
4e  ^r  que  si  l'on  en  ajoutait  une  pour  chaque  monôme^ 
cOes  n'équÎTandraient  toutes  ensemble  qu'à  une  seule , 
qu  serait  ég/ûe  k  leur  somme. 

170.   Si  l'on  Si^alt  dy  ^==  {ax  +  b)^dx ,    on    dére- 

lopperaii  la  puissance   indiquée  ,  et  l'on   intégrerait 

dbqne  monôme  qui  résulterait  de  cette  opération;  mais 

.  ilcst  bon  d'obserter  qu'on  peut  arriver  an  résultat  sans 

dfcctiMi'  ]«  défeloppement.  Il  suffit  de  faire  ax-{-^='i 

éiai  donne  âP= -.  d±= — ;  substituant  dans  Tex- 

»  a     '  a 

s"'dz 
pvesmi(kdjr,ontrouTed^= >  et  par  conséquent 

jf^-T — ——  +S.  Mettant  pour  z  sa  valeur,  on  aura 
a(j»+i) 

doDc^  lonqne 

fax  +  M"** 

Pour  dj'SïsCa*"-^' ^)"'*""*^*>  '^  transformation 
riusit  encore;  car  en  posant  ajr*-f*^'='9  il  en  re- 
faite noa^'djr  =  ds,  d'oii 

•4r=-,  dj'  =  *-^  et  y=      '     .  ,;  +  g, 


ce  qoi  donne  1  lorsque 

171,  Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires ,  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple,  je  suppose  qu'on 
Cale.  inUgr.  16 
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aitdj'csT — XÂ^î•  ^  disant  aâr+ô=«,  <m  trottte 

«  —  A         ,        de 
«=^ ,      djp:= — , 

«t  par  oontéqvent 

•déreloppant  la  puisaaBoe  (è-*  6)",  multipliant  le  ré* 
anltat  par  ds,  et  divisant  après  par  a*,  on  aura  une  suite 
et  monômes  k  intégrer. 

Prenons  pour  exemple  le  caaoii  if»  =  3  et  i»s=a; 
il  Tiendra 

en  appliquant  à  chacun  de  ces  monômes  la  règle  géné- 
rale {167)  ,  il  en  résultera 

^  =  drt^3bz  +  3b'U  +  hh-H  +  ^. 

On  remettra  ensuite  pour  s  sa  valeur,  et  l'on  aura  enfin , 
lorsque 


da^ 


iax+b) 


s  9 


Ci 

On  construirait  sans  peine  la  formule  générale;  et 
si  l'on  avait 

_  Jx^dx  +  BxPdx+  Cxfijx 

^y~    .  [ax  +  b)'^  ' 

on  l'écrirait  comme  il  suit , 

_    jjx^dx           Ba^dx            Cx^dx 
^^  "^  {ax  +  ^»)""*'  (a*  +  6)"  "^  (ajc  +  6)- * 


•  •   • 
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et  concevant  qu'on  ait  déterminé  les  diverses  racines  âd 
cette  équation  y  on  les  représentera  par 

a  y    a  f    a  ,    tPy    etc.  y 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes  inégales^  par  ce 
moyen  y  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus,  on 
le  dénominateur  de  la  fraction  proposée,  sera  mis  sous 
la  forme  d'un  produit  de  n  facteurs 

*  — a,    x^a'y    «— a%    «— </*,    etc. 

Gela  '^Eiity  on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
ia  somme  des  fractions 

iVAg  KàK        iTâx 

'  f  /  f  tt  9         etc.  y 

•x^a        X — a         X — a 

ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  la  proposée,  et  pour  numérateurs  des  constantes  in- 
déterminées. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  la  dilTérentielle 
à  int^rer  soit 

ijix*  +  Bx  +  €)dx 

et  qu'on  ait  trouvé 

x^  +  A'x'+jrx  +  C  =  (x  —  aXx—a'Xx—a''). 
En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 

Ndx        N'dx        N''âx 
x—a'     x-^a''     x-a"' 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 


{x—a){x—a')(x—a')  *"*  ' 

le  dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée, 
et  le  numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du 
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iegiré  inférieur  à  celui  du  numérateur,  c'est-à-dire,  du 
eoond degré.  En  développant,  on  a  en  effet 

+ JVaV  +  N'aa''+  fTaa'  }d:p. 

Ehtle  fonction  étant  comparée  arec  le  numérateur  de 
li  fraction  proposée ,  donne  les  trois  équations 

fÀ  ne  sont  que  du  premier  degré ,  par  rapport  aux 
iodéterminées  fi.K  ^\,J^\ 

PDDr  les  résoudre,  il  su  (lit  de  multiplier  la  première 
pr  oP,  la  seconde  par  a ,  et  d'ajouter  les  proiluits 
née  la  troisième  ;  on  trouve  de  cette  manière, 

J^^  Ba+C=i  N[a^'^  (a'  +  a'')a  +  aoT^ 

Aqprif  lei  lois  de  la  composition  des  équations,  et  par 

CMuéqnent, 

^_  Aa^'+Ba  +  C 

A  le  numérateur  est  ce  que  déifient  celui  de  Ui  fraction 
Jrapos^tf  ^  quand  on  y  cJuinge  x  en  a^  et  le  dénomina'' 
teuTj  le  produit  des  différences  entre  la  racine  a  et  toutes 
kê  autres. 
Suivant  cette  loi,  on  aura,  sans  calcul, 
^,,_jia*+Bi/+C  _  Aa2±Bc^±C 

Il  ii  ne  serait  pas  didlcile  de  s'assurer  qu'elle  convient 
tk  cas  général  ;  mais  nous  y  parviendrons  bientôt  en- 
Qore  plus  facilement 
Cela  posé,  puisque 
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1 74*  Cette  dernière  forme  et  celle  qui  répond  au^ 
Dacteiirs  inégaux  (172), sont  les  pins  simples  dans  les- 
quelles on  paisse  décomposer  les;  fractions  ratioj^ieUei^ 
à  intégrer ,  et  donnent  lieu  a  une  opération  subsidiaire 
qui  se  divise  en  deux  pairies.  La  première ,  qui  con- 
siste il  déterminer  les  facteurs  du  dénominateur  F^  d4~ 
pend,  comme  nous  l'ayons  déjà  dit,  de  la  résolution  de 
VéqHation  F=>  o  (  1 721)  ;  la  seconde  partie,  qui  ^t  la  dér. 
termination  des  numérateurs  des  fractions  partielles , 
s'eflectue  par  plusieurs  procédés ,  dont  yoioi  le  plus, 
élémentaire. 

A jant  mis  k  part  un  facteur  simple  x. —  a  du  dénp- 
minaleiir,  op  pose 

Il  N  "P 

r=(,-«)Q    et    ^=;£^  +  f. 

P  étant  une  fonction  de  »,  provenant  de  la  réduction 

au  méroe  dénominateur  de  toutes  les  fractions  autres 

N 
que  ,  qui  entrent  dans  la  proposée  ;  ce  sera  par 

conséquent  une  fonction  entière  par  rapport  à  x.  Mais 
en  réduisant  au  même  dénominateur,  les  deux  membres 
de  la  dernière  équation  posée  ci-dessus,  on  aura 

V=N(;)+{x  —  a)P,    d'o{i      P=^~^'^; 

*  — a 

et  puisque  P  est  une. fonction  entière  de  Xy  il  faudra 
que  U  —  NQ  soit  divisible  par  x  —  a ,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu,  suivant  le  théorème  fondamental  de  la  com- 
position des  équations,  à  moins  que  le  poljnome 
U  —  NQ  ne  s'évanouisse  lorsqu'on  y  change  x  en  a. 

Si  donc  on  désigne  par  u  et  par  q  ce  que  deviennent 
Z7et  Ç,  après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à 
iV,  puisque  c'est  une  constante ,  on  aura 
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u  —  Nq  =  o ,    et     A"=  - , 

fSfnmtm  dont  la  Taleur  sera  toujours  finie;  car  son 
:  wmènXear  et  son  dénominateur  ne  sauraient  devenir 
I,  puisque  la  fraction  étant  réduite  à  sa  plus  simple 
ly  le  facteur  x  —  a  ne  fera  point  partie  de  U , 
i'fltf«Btrera  pas  non  plus  dans  Q ,  puisqu'il  ne  se  trouve 
^f^ope  finsHans  Vi  il  sera  donc  toujours  possible  d'ob- 
,%Birh  fraction  partielle  correspondante  à  un  facteur 
Il  cette  sorte. 

S  l'on  met  an  lieu  de  17  ce  qu'il  représente  (17a)  « 
ft  fo^oa  observe  que 

Ç  =(x— a')  («  —  a")  (ar  — a*)  etc. , 

on  obtient 

""j~    (a— fl)  (a— a")  (a  — a*)  etc.     ' 

OfTCMÎQoqai  rentre  dans  la  loi  annoncée  plus  haut  (  1 7a). 

1751  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver 
kl  nninérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
ii&fMteurs  égaux.  Soit  ^=  Q  {x —  a)*"  -,  posons 

P_     y        ,        iV^i ,         iVa  ^^^P 


(173},  forme  que  la  détermination  des  inconnues  va  jus- 
tifier. En  réduisant  au  même  dénominateur,  il  viendra 

i-QiN+N,(x'^a)+NJix—aY. .  .^N^^.jx—ar'^] 

il  comme  P  doit  être  une  fonction  entière,  il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  m  fois  de 
suite  par  «-—a  :  ce  numérateur  s'évanouira  donc  lors- 
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qu'on  y  cbaDgéra  jr  en  a.  On  yoit  d'abord  qu*il  se 
réduit  dans  ce  C9a  à  {/—  Q7V  ;  mais  pour  que  17—  QN 
ioit  dÎTisible  par  s— a,  il  faut,  en  conaenrant  les  mêmes 
dénominations  que  dans  le  n^  précédent,  qu'on  ait 

II— ^A^=o  ou  iV=-, 

Cette  valeur  changera    U  —  ÇA^  en  .C^—  -  Q  f 

qui,  se   dimant  alors  par  s  — «i  sera  de  la  forme 

Ui(x — a),  Ut  désignant  le  quotient  ;  et  la  suppression  du 
iiacteur  ««^a,  dans  les  deux  termes  de  P,  donnera 


iMalntenant  pour  obtenir  Nx  ,  on  fera  *— a  ^=o,  et  en 
nommant  Ui  y  ce  que  devient    27, ,    par    le   change- 

ment  de  j^  en  a,  on  aura  Ui  — ^IV,=:  o ,  ou  Ni  =  — . 

Mettant  ensuite  au  lieu  de  iV,  sa  valeur  dans  17,—  Qf^i, 

il  en  résultera  la  quantité  Ui Q,  qui,  s'évanouis- 

sant  lorsque  jp— a  =  o,  sera  divisible  par  x — a,  et 
par  conséquent  P  se  réduira  à 

i/ft  représentant  le  quotient  de  la  division  de  Ui'^-"^Q 

par  X— a.  En  ccmtinuant  la  même  notation ,  on  trou» 

vera  encore  m» — ûriV»  =  o  ,  d'oti  A^ft=  —  ,  et  ainsi  des 

autres,  sans  tomber  jamais  sur  des  valeurs  infinies. 
176.  Le  Calcul  difEerentiel  facilite  beaucoup  les  opé* 
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valeur  £/  et  de  œUes  dn  dénominateor  V  de  la-  Irao»* 
tion  proposée  (^). 

177.  Le  fond  du  citlcal  ne  changerait  pas,  quand 
même  quelques-unes  des  racines  a,  a'\,  cl^  etc. ,  ne  se- 
raient pas  réelles  ;  les  imaginaires  qui  s'introduiraient 
alors  dans  ks  numérateurs  des  fractions  partielles ,  dis- 
paraîtraient par  des  réductions  au  même  dénominateur  ^' 
mais  il  est  peut-être  plus  simple  d'éviter  ces  formes  » 
en  ne  décomposant  le  dénominateur  V  qu'en  facteurs 
réels,  ce  qui  est  toujours  possible,  parce  que  lea  fibctenrs 
imaginaires  d'un,  polynôme  quelconque ,  se  grou^pcibt' 
deux  à  deux  en  facteurs,  réels  du  second  degré.  (C<o«f. 
plément  des  EUmens  df  Algèbre.) 

Cids  facteurs  peuTcnt  en  général  être  représentés  par 

et  pour  obtenir  les  fractions  partielles  correspondantes^ 
il  ne    faut  que  modifier  très  peu   les    procédés    desn 
n®*  174  et  175. 
Dans  le  cas  d'un  facteur  simple  ,  on  pose 

V_         Mx-hN F 

^"^*'— 2«ue  +  i»^  +  A*"*"  Q' 

d'où  l'on  tire 

U=:  Q{Mx+]S)  +  P(ar»  —  ator  +  ••  +  fi*), 
p^  U^q\Mx  +  N) 
x*  —  2éix+m'+fi*' 

et  raisonnant  comme  dans  le  n?  174,  puisque  P  doit 

D  Voyez  le  Traite  in-4S  t.  Il,  page  19  \  yoy,  aussi,  dans  lea  Acta 
acad.  Petrnpnlitanœ,  an.  1780,  par*  i*,  p.  3^  ,  comment  Euler, 
au  moyen  ci^un  développement  analogue  à  celui  de  u'  dans  le  n*  ga  , 
détermine  le»  numérateurs  des  fractions  partielles ,  lesquels  sont  le» 

'^oefficiens  des  puissances  négatÎTes  de  h ,  quand  on  cliunge  P  en  yr. 
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réduÎMiit  au  mâme  dénominateur  |  et  tirant  k  valeiir 
de  P,  il  Tiendra 

En  raisonnant  dans  œ  cas  comme  dan»  les  préoédeDt» 
on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression  doit 

s'évanouir  par  la  supposition  de  »  =  a  di  /B  V^— i ,  qui 
rend  aussi  il  =:  o  ;  et  gardant  les  mêmes  dénominations 
que  ci-dessus ,  on  aura ,  aprës  cette  opération , 

ce  qui  donnera,  pour  déterminer  ilf  et  iV,  les  mène» 
équations  que  dans  le  n®  précédent.  Ayant  trouvé  les 
valeurs  de  ces  quantités^  on  les  substituera  dans  le 
numérateur  de  P  ;  et  les  termes  U — Q{Mx+N)  deve- 
nant divisibles  par  R,  ou  x* — 2<j:  +  «t*  +  /8*,  l'expres- 
sion cutière  le  deviendra  aussi.  Nommant  donc  Z7|,  le 
quolîentde  U—Q{Mx  +  N)  par  or*— 2«4P+«*  +  )8«, 
on  sera  conduit  k 

En  remettant ,  dans  ce  nouveau  numérateur,  pour  x,  les 

valeurs  «±:>8V/-— i ,  puis  égalant  le  résultat  k  zéro,  Mt 
et  Ni  serons  déterminées  comme  l'ont  été  plus 
haut  M  et  N,  et  l'on  continuera  d'opérer  de  la  même 
manière  ,  pour  parvenir  aux  valeurs  des  lettres  M^ , 
Nty  1^5,  Nst  etc. 

1 79.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on  a 
traité  dans  Ien°  175-,  et  le  Calcul  différentiel  s'applique 
de  la  même  manière ,  à  l'un  et  à  l'autre,  au  mojen  de 
l'équation 
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on  obserrera  que 

-jt_a«f+.*  +  ^*  =  (x— -y  +  zs», 

on  fera 

et  il  Tiendra 

en  posant 

Mais 

i3fz  +  N')dz  _   M%àE         JV[d^ 

la  première  partie  du  second  membre  de  l'équation 
ci-dessus  est  intégrable;  car,  en  faisant  2^+/^^  ^''i 


\u 


on  a  %Az  =  — ,  ce   qui  donne 
MzAz       M  rân 


-—-—  =  —  /  —=zM."\u  =  Mlyz^  +  fi*. 
z^  +  fi*        ij    u  2 

Quant  à  la  seconde  partie ,  si  Ton  y  fait  «=.81* ,  on  la 

change  en 

JSr^z        ir   du 


mais  on  a  Yu.  n^  36.  que      ,    . 

'  ^         I +M* 

Parc  dont  la  tang  =  u  :  donc 


fi  M*+i  * 
du 


est  la  différentielle  de 


—  -j-^  =  —  arc  (tang  =  u)+  const. 


f 

=  —  arci  tang  =  -  1  +  const. 
fi        \      ""       fi) 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  obtiendra 
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Quant  k  la  seconde  partie ,  elle  est  oompriie  dans 
une  classe  de  formules  dont  nous  nous  eeevperons 
bientôt ,  et  au  moyen  desquelles  on  ramène  son  inté- 

gration  à  celle  de  la  formule  Z^»  rj§;\m-^i  (  *®®  )  >  o* 

re:(pos^t  du  dénominateur  est  moindre  d'une  unité^ 

y'   d« 
^  ,     ■  ,  déjà  obtenue. 

En  rapprochant  les  résaltats  préoédena,  on  nnarw 
quera  sans  doute  que  les  différentielles  qui  se  pré* 
sentent  sons  la  forme  de  fractions  rationnelles  ^  pra««nt 
toujours  s'intégrer ,  soit  algébriquement  »  soit  par  le 
moyen  des  logarithmes  on  des  arcs  de  cercle. 

t8i .  Je  vais  donner  maintenant  une  application  de  ce 
qui  précède.  Soit  la  fraction 

dx 

les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à  déoou*- 
Trir  f  car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x'C^^  +  x*  — ar  — 0  =  *'(ar  +  i)(ar4— i). 

Le  facteur  x*  —  i ,  se  décompose  en  jf*  —  i  et  x*  + 1 , 
ou  X —  I ,  Ar+  1   et  AT*  -f- 1  :  on  a  donc 

x^  +  x'  —  x^—jp^x^ix—i){x+  !)•(*'  + 1); 

et  par  conséquent  la  fraction  proposée  est  décompo- 
sable  comme  il  suit  (172^   178)  : 

Aux  Bdx  Cdx 

x—i  "^  ^M  +  iy+x+i 
Dix      Eix      Fix       {Gx  +  H)  Am 

I*     ^      r       r"  "r  I T"^ • 

ar  «■  X  jc*  +  I 
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en  élerant  au  quarr^^  il  Tiendra  «-f-/8»=s^— -d«s^  cm 


«• 


qui  donnera  x  =  -— —  y  d'où 

'       .    ^a(#  +  i6g  +  s^)ds 
***-       OS  +  a*)*      • 

Par  le  moyen  de  ces  yaleurs ,  on  changera  la  diflPé- 

'    JCAx 
rentidle       ^  en  une  autre  de  la  forme  Zim, 

Z  étant  une  fonction  rationnelle  de   s ,  et  réelle  tant 
que  C  sera  positif;  mais  si  C  était  négatif>y  derien» 
drait  imaginaire  »  et  la  transformée  pourrait  le  derenir 
aussi. 
Dans  ce  cas ,  on  aurait  {/A  -^-Bx^^  Cx^  y  et  faisant 


il  viendrait  y  K  «4- iSjf  —  af*.  La  quantité  a?* — fix — «^ 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré '^  si  on  les  représente  par  x — a  et  * — a', 
il  est  évident  que 

m+fix  —  *•=:  —  (*•  — /Sof  — «)  =  {x  —a)  {a^x). 

Faisant  ensuite  ^ {x  —  a)  {a! — x)  =  (  .if  —  «  )-  j  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  celte  équation, 
elle  deviendra  divisible  par  x  —  a,  et  Ton  aura.... 
a  —  x'=.{x  —  fl)2*,  d'où   Ton  tirera 

az^  +  a      ,         .         (a' — a)z     ,        2(a — a)zdz 

valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  difFérentielle 
])roposce. 
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et  mettant   ^15  pimp  y,  on  obtiendra 


y ■  =^^— 7=.aro(  tang=— :;ac=s  i+^omAi» 

a  et  a'  étant  les  racines  do  Féqnation 

Si   Fon    prend    jÉ=zC=t   et"B:^o,   la  dili£- 
rentîelle  proposée   devient^  dans  ce  cas  particulier, 

âx 
'  ■    ■  '  ■    •  et  la  formnle  précédente  donne  pour  son 

intégrale  —  a.arcftang  :=  — ==.J+co7m*.,  car  a 

et  a^  étant  alors  les  racines  de   j;*  — - 1  =  o ,  il  faut 

prendre  a  =5 —  i  et  a'  =  i ,  pour  ne  pas  tomber  dans 

l'imaginaire. 

Je  yaîs  montrer  que  ce  résultat  revient  à  l'arc  dont 

d* 
le  sinus  =  ;c^  et  dont  on  sait  que  '—==:  exprime  la 

V/i—  x" 
différentielle  (36).  Pour  cela,  je  rappellerai  que 

d'ob  il  suit  que  l'arc  double  de  celui  qui  est  indiipié 
dans  la  formule  précédente  a  pour  tangente — ^, 

X 

et  que  par  conséquent   il  est  le  complément  de  l'arc 

dont— r==^  serait  la  tangente  et  x  le  sinus  {Trig.  9). 
y  \ — s^ 

Nommant  donc  a  ce  dernier,  on  aura 

r    Ax  «r  , 

/  —  =  s  —  -  +  const. , 
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Si  l'oK  npiéHste  par  *  l'arc  dont  ■_■=•:_  est  la  ^ 
T«Dtîdla,  oa  ftm  donc 

»?= -T^  I  C»  /^  + /n^  +  «ÎIMt 

Kui  n  l'on  rput  que  cet  arc  so!t  Dul  en  même  lempti 
X ,  il  fint  supprimer  la  constante  arbitraire;  car,  cui 
sant  x^a  ,  le  second  membre  se  rédait  à  celte  CCI 
tante,  à  came  que  1 1  :=o  (*). 

Cela  posé ,  en  otMerrant  qne  x  étant  le  ainw. 
Tare  ■,  v^i — x*  en  est  le  oosintis,  l'équatioB' 
deiaiu   deviendra  \ 

.l/=r  =  l(co..+l/=7siD.); 

et  si  l'on  suppose  z  négatif,  comme 

sin( — m)  = — sins,     cos( — a)  =co*x, 


(*)  Il   pcDi  a'^lrc  pBi  iaalilc   de  montrer  qac 
a'ablienl  imm^itiaiemenl  an  pocAnt 

d'oh  il  nùt 

poil  m  diSÏTcntiuit,  el  divûant  pir  i, 

o  =  ((— jl/^)d^  — (dil/^. 
d'oh  l'an  conclu  I 

dx il 


m  €âlcuis  iktIorai..  a6g 

on  cnoore 

rte  que 

±«l/ — 1  =  1  (cosa  it v/ — 1  sin «). 


malt  dans  chaque  membro  »  au  Heu  des  loga- 
ei,  Jes  nombres  correspondans  ^  il  viendra 


""'  =  coss  ±1 1/ — I  sin  % , 

on  qui  peut  se  vérifier  en  y  substituant  au  lieu  de 
œntieUey  du  cosinus  et  du  sinus ,  leurs  dévelop- 
if  tirés  des  n"  27  et  37. 
'on  considère  à  part  les  équations 

é»*^"^  =  cos s  + 1/ — I  sinS| 
#'"*'^'"'=  cos  «  —  l/— I  «n  a, 

ks  ajouter  j  on  en  tirera 

^|/-i  _j.  ^-ml/=i 

cos«  = 5 J 

retranchant  la  seconde  de  la  première,  il  en  ré* 


sin  «  =  — 


2I/— I 

s  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sjm- 
slgébriques,  représentant,  sous  une  forme  abré- 
les  séries  du  n*  37;  mais  quoiqu'on  ne  puisse  leur 
ler  de  valeur  sous  aucune  forme  finie,  ils  ne  s'en 
int  pas  moins  au  calcul  avec  la  plus  grande  facilité, 
snîfestent  toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les 
I  trigonoraétriques  qu'ils  expriment, 
k  mettant  ns  au  lieu  de  2,  dans  l'équation 
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elle  derieal 

•8=*="*'^"'' =:cos iu±:  t/— I  sinnjt; 
mais  on  a  aussi 

e^'l^^  t=z  ié^^-'Y  =  (cos«±  1/^  8fai«y»: 

donc 

(cosaihl/— -Tsîns)»  =:€osn«±:v — isiniwi. 

Ces  éipsatioiu  conduisent  k  des  résultats  très  impor* 
tans  (*)^  ici  je  m'arrêterai  sur  l'usage  qu'on  ei^ 
peut  faire  pour  découvrir  les  facteurs  de  la  fonction 
x"  zp  a">  parce  que  cette  recherche  est  nécessaire  dans 

l'intégration  de  la  formule  -r -. 

188.  La  fonction  «"ipa*  se  transforme  en  a"(y^i)| 
lorsqu'on  fait  x:=^ay\  et  pour  en  connaître  les  facteurs, 
il  suffît  de  résoudre  l'équation 

^qpi  =  o, 
qui  revient  à 

L'expression  

y  zzzcosz"^  y — I  sinis 

satisfait  à  cette  équation ,  par  une  détermination  très 
simple  de  l'arc  s;  car  Von  a 

^•  =  (co5a  +  V^— isin«)"=cos»«  +  V^ — isin/ia; 

et  comme  ^  en  désignant  par  ir  la  demi- circonférence  > 
et  par  771  un  nombre  entier  quelconque ,  il  vient 

{'*')  y  oyez  la  note  1> ,  à  la  fin  de  l'ouvrage. 
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(rik   il  taffit  de  pousser   les    valeurs   de  m    jusqu'à 

iir= ^.  11  faut  aller  jusqu'à  n»=-   quaud  n  est 

pairey  parce  qu'il  n' j  a  plus  que  des  racines  imaginairfs» 
Si  Von  trouyaît  quelque  difficulté  k  comprendra  ces 
énoncés ,  on  les  éclaircirait  sur-le-champ^  eu.  donoant 
à   n  des  yaleurs  particulières. 

190.  Il  esl  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  les 
liscteurs  réels  des  quantités  j^*  zp  i. 
D*abord  la  formule 

y  =3 00s zSzY'-'i  sm 

n  is 

donne  pour  facteur  du  premier  degré  de  la  quantité 
y'^  —  1  ^  les  deux  expressions  imaginaires 


y  —  cos  -—  \^\/—x  sm , 

n  J  n 


( 

(im/K\    ,   ^  y .    2/7Mr 
j,_co8--J  +  t/-ism--; 

et  en  les  multipliant ,  on  obtient  Pexpressiou 

2m5r 

J/*— aycos-^ — (-1, 

qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  dti  second  degré» 

On  trouve  de  même  que  les  fadeurs  du  second  degré 
de  la   quantité  j'"  + 1 ,  sont 

-  (2/7J+I)»-     , 

y  — 2^  cos '—  +  I. 

11  faut  obsenrer  que  ces  formules  comprennent  aussi 
les  facteurs  réels  du  premier  degré ,  mais  ils  s'y  pré- 
sentent comme  doubles  ;  car  si  Pou  fait  mz=zo  dans  la 
première,  elle  deyient 


•    «•        •*     SiiC  •• 


.? 
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»-•■••■  t'  •!•••  •  -1 


t  «•  •  •••• 
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On  cm  tire  d'abord 

^»  =  008  /  d:  V^^  «n  J^, 
puis  prenant 

^  =%os  s  ±:|/— I  sins , 
il  vient  (^S'j) 

y  =  cos  7i«  it  i/*— «  sin  71S , 

et  en  oomparant  atec  l'antre  râleur  de  ^%  on  obtient 

cos  TUS  =  cos  <r ,        sin  n«  =  gin  /. 

On  satisfait  en  général  k  ces  relations^  en  supposant 
ns=  2mir  •4-^>  ^t*  étant  nn  nombre  entier  quelconque, 
puisque 

cos  (a/Twr  4"  ^)  =  cos  ^ ,         sin  (jimw  +  ^)  i=  sin  j^: 

on  aura  donc 

«  =  —- : ,     ^=:cos itV^— isin : 

n  n  n 

et  les  facteurs  du  premier  degré  de  la  fonction 

^'"  —  7,y^  cos  ^  +  I  > 

seront  par  conséquent  compris  dans  la  formule 

cos  — ^^—  ±:  Ï/-I  sm  — ;i— j- 

Si  Ton  avait  x*"  +  2/?*"  +  7  =  0,  on  ferait  encore 


et 


—  =  cos  J'j  mais  on  prendrait 

y« — 2^cos(îr  —  c^)  -f.  1, 
puisque  cos  («•  —  ^)  =  —  cos  J*;  il  viendrait  ensuite 

cos  nz  =  cos  (îT  —  /) ,     sin  //a  =  sin  (jr  —  /)  , 
et  par  conséquent 
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De  Fintégration  des  différentielles  binômes. 

iga.  Cet  différentielles  sont  représentées  par  la  for^ 
^mle 

dont  on  ne  iliminue  point  la  généralité ,  en  supposant 
que  I»  et  is  soient  des  nombres  entiers. 

S  Fon  ATait,  par  exemple,  x^Ax{a-\-  bo^'y ,  on  ferait 

t 

«=^,  d'où  il  résulterait  &z^iz{a'\'bz^y.    On    peut 
ansn  regarder  n  comme  essentiellement  positive,  parce 

qoe,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  jr'"~''djr(a  -|-  hxT^y  ,  on 

toppoterait *=  -,  et  il  Tiendrait  —  «-"'»~*d«(a  +  6«")», 

r 

La  formule  *"^*dap{ajf^  +  ^jF")»,  revient  encore  k  la 

précédente,  en  divisant  par  orf,  sous  la  parenthèse;  car 
on  obtient 

Pour  chercher  dans  quels  cas  Af'*~'dap(rt+ôar")»  peut 
devenir  rationnelle ,  on  fait,  a  +  àx* = is?,  en  sorte  que 

(*}  La  fonnnles  des  n**  i()o  et  19 x  contiennent  implicitement 
ksibéorèmcf  de  Cotes  et  de  Mniure ,  et  remplacent  avec  aTnniage 
<»  thcorèmea ,  qnî  ne  lont  plus  maintenant  qu^nn  objet  de  parc  eu- 
iMMtr.;  je  ii*ai  pas  cra  par  cette  raison  deroir  les. insérer  ici  :  on  les 
tmrt  dans  le  Traite  in'4*,  t.  I,  page  ia5. 
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194*  Pour  abréger  un  peu  les  résultats^  dans  Pappli- 

cation  de  ce  qûî  précède  à  hi  formule  jf*"'ds(a+6jr")», 
j'écrirai  p  au  lieu  de ^ ,  et  il  faudra  supposer  que  p  eit 

un  nombre  fractionna^ire  quelconque  :  on  aura  alors  la 

formule 

«*-'djc  (a  +  b:^y. 

Parmi  les  diyerses  manières  de  décomposer  cette, 
difiérentiejle  en  facteurs  y  je  choisis  celle  qui  tend  i^ 
diminuer  l'exposant  de  x  hors  de  U  parenthèse,  et  qui 
s^opère  en  écri?ant  ainsi , 

yi^«.«"-'d*(a  -^bx^y , 

la  formule  proposée.  Par  ce  moyen ,  le  facteur 

je"~*djf(a  +  ijc*)''  est  intcgraWc,  quel  que  soitp  (l^o): 
en  représentant  donc  ce  facteur  par  df^ ,  on  a 

i/ :=  i ! 1 —       et      »/  —  v^""» 

*'-    ip  +  l)nù   '  "-'        ' 

d'où  il  résulte 

fx'"'-'dx{a+hx^yz=z 

iP'h^)nb  (p+i)nb^ 

or 

a/x'"-'»-M*(a+ôar«y+^/ar'"-'djc(a+^*»)P; 

'mettant  cette  dernière  yaleur  dans  Téquation  précé- 
dente, et  ra&iemblant  les  termes  affectés  de  l'intégrale 
fx"'-'dx(^a  +  bx^y,  il  vient 

x"— (g  4-  bx'y*'  —a{m—n)fx''—-'Ax{a  +  bx')P 
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f  fok  ftn  tire  (A) /*— 'djr(a  +  Ax»)''= 

ta^i^^^^a^^a^^a^^^^^^— ^^^'■^^-^■^^^■^^— ^^^-^'Ma^'^^^^i'— ^•-^•^•^^^-^••n—- 

b{pn  +  //») 

H  est  aisé  de  Toîr  que  puisqu'on  peut  ramener^  par 
eelte  finminle,  l'intégratioa  de  fx'^^Wx{a+bx''y  à 
Oelle  de  yi"''"""'djr(a  +  ^jr*)'',  on  ramènera  aussi 
<9rtte  dernière  à  celle  de  fx^''*'*~'*dx(a  +  bx")?,  en 
éuifUkt  m-^n  à  la  place  dem  dansTéquiition  (^);  puis 
■langeai ni  encore  m  en  m — 2n  dans  cette  môme  cqua- 
lioBf  elle  fera  connaître  /j:'"~"'"'djc(a  +  ^jr*y,  au 
moyea  de  /jc"""^"~'djr(a  +  bx^Yy  et  ainsi  de  suite. 

En  général  y  un  nombre  r  de  réductions  conduit 
t /jf"^"""*d»(a+6x")'',    et  la  dernière  formule  est 


n  est.éridenty  par  cette  formule,  que  si  m  est 
vn  multiple  de  n,  l'intcgralion  de  la  diOerenticllc 
a^'dx (a -f- Ajp* y  s'efTectuera  algébriquement,  puis- 
fi'alors  l'anéantissement'  du  coefficient  m  —  rn  fera 
diiparaitre  la  dernière  intégrale  /ar'"""'"''*daf(a+  i*")^ 
Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  du  n®   192. 

igf^  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle Pezposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de 
Punîté;  pour  cela,  il  suJDTit  d'observer  que 

fx^'ix(a+bx^)P  =  fx^-'dx^a  +  bx^y^ia  +  ix") 
=a/i— *d*(a+ A*")P-'  +  //x"-*-— *dx(fl  +  bx^)P'  ' , 

et  que  la  formule  (^)y  en  y  changeant  m  en  m-^-riy 
ei  p  en  p  *-  i ,  donne 


Substituant  cette  yaleur  dans  1-équation  précédente, 
on  aura  (^) fx^"dx{a  +  b:^y  = 

pn  +  m 

Arec  cette  formule  »  owl  6tera  successhnenent  du 
nombre  p  tontes  les  unités  qu'il  peut  contenir,  sta** 
plîfication  qui,  jointe  à  celle  que  procure  la  formule 
(^)y  fera  dépendre  l'intégrale 

/«*-'dar(a+ ia:"y     de    /**"'•- 'd*(«  +  ft*")*^, 

m  étant  le  plus  grand  multiple  de  7»  contenu  dans  m — i, 
et  8  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans/?. 

5 

Uintégrale  fx^dx(a  +  bx^Y ,  par  exemple,  sera  ra^ 
menée  successiTement,  par  la  formule  i^),  à 

fx^àx(a  +.  bx^y ,       fxdxia  +  bx^  ; 

puis  la  formu]e(^)  fera  dépendre /Ardx(a+ir')*  de 

'à  1 

fxùx  (a  +  bx"^)  '  ,  et  celle-ci  de    fx6x{a  +  bx^y. 

196.  Il  est  évident  que  si  m  et  p  étaient  négatifs, 
les  formules  (^)  et  (5)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites  :  elles  augmente- 
raient alors  les  cxposans  de  x  hors  de  la  parenthèse  y. 
et  celui  de  la  parenthèse;  mais  en  les  renversant,  on 
en  troui^e  qui  s'appliquent  aux  cas  dont  il  s'agit. 

On  tire  de  (^A) , 

j;'"-"(n  +  bx'')P^'  —  b(^m  +  np)fx"'-'àx{a  +  bx^Y 

a{m  —  7/)  ' 
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et  SKttant  -^  m  +  »  au  lieu  de  m,  il  vient  (C) 


a/n 


fbnnule  qui  dîminue  les  exposans  hors  delà  parenthèse. 
Pour  renrerser  la  formule  (^)  ,  on  prend 

af^a  +  hs^y  -  (to+  np)fx^'"âx(a  +  bx'^y 

p«is  on  écrit  -^p  +  i  au  lieu  de  p^  et  il  Tient  {D) 

/*"-"d*(a+A*")-^  = 

(/^ — i)na  * 

fcrmnle  qui  atteint  le  but  proposé. 

Les  formules  (/f),  (^),  (C),  (D),  deviennent  iilu- 
mres,  lorsque  leur  dénominateur  s'éranouit.  Cela  ar- 
riie  pour  la  formule  {A),  parexem  pie,  quand  m= — np  : 
■ait  daos  tons  les  cas  de  cette  espèce ,  la  dilFérentielle 
proposée  peut  se  ramener  à  un  monôme,  ou  bien  a  une 
fractîoo  rationnelle  (^). 

/*"~'d* 
z. ,  m  étant  un  nombre  entier  po- 

iîtîfj  la  formule  (-/^),  en  y  faisant  a=i,  i= — i ,  7i=2, 
p=s—- i,    donne 


•-»V/i— *■  ,  ''*— 


m— I 


2  ^j^~\]x 


{*)  Voyez  le  Traité  in-40,  l.  II,  l»ge  4»- 
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et  mettant  m  au  lieu  de  m  —  i ,  il  rieni 


9*. 


Si  l'on  donne  suççessiTement  ktn.  dilTérentes  yalear?». 
en  conunençant  p^r  les  nombres  Unpairs,.  on  aurfk 


A 


=:  =;  — i  |/x— X*  +  const.f 


/'   ^^djf  I    ,    / — — -  ,  a  r   xdx 


/; 


etc. 

On  tirera  de  là 
xdx 


V/i— or* 


= V^  I ^X*  +  C0/2fi^ , 


/x\]x  /I         .    I.2\     / , 

J  j/i— ;P»         \7        5.7        3.5.7        1.3.5.7/ 
etc.  ; 

la  loi  de  ces  valeurs  est  éTidenle. 

Passant  aux  valeurs  paires  de  m  y  et  supposant  m=2^ 
7/1=4,  ^=6,  etc.,  on  trouve 


consi 


I 


«     •  - 


•     ■• -■  •  •  • 


•   » 


é     w 


9      ft 


I 


I 


» 


•      •  « 


ft 

■  •i 


•  (•     •.|il^-««         «tc^pi* 


•  ■• 


•  •«■ 


/  «al    II    •••  'Wt      ••■•• 


f        ■ 


I  .         .  « 


tf      • 


•      • 


»   m 


■ 


•     1     ■ 


!■      ■     •   •    •  •  •  m    •••• 


•     ■        ■  • 


•a       •  •  •     •• 


•    t 


«         ••        ■••  a. 


•       §•  • 


•       • 
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On  ne  penl  pas  supposer  irt=  i ,.  puisque  cette  Talenr 

rend  le  dénominateur  nul  ;  il  faut  donc  cliercber  àpriori 

ix 
rintégraledé  ■  ■   j r.    On  la  trouvera  fiLcUement 

d'après  ce  qui  a  été.  dit  n®  192  ;  on.  fera  i — «*=st%  d'oii 
il  résultera 

l/i— s» 
et  par  conséquent 

d*       ^^  — da 
équation  dont  le  second  membre  a  pour  intégrale 

remettant  au  lieu  de  s  sa  Taleur ,  on  aura 

multipliant  par   i  +  V^i — j;*,  les  deux  termes    delà 
fraction  comprise  sous  le  signe  1,  on  obtiendra 

on  aura  donc  enfin 


constm 


Maintenant,    si     l'on     suppose     d'abord    m=  3, 
m  =  5^  etc.,    il  \iendra 


•  a        •    •  m^^'m         ««■*••■ 


•       • 


•  ■» 


•        ■ 
•  •i 

iti«  «»»  m 


•     I 


*     I 


•     % 


1      •        ■       •• 


•»• 


•     » 


•     ■ 


.       .       t 


•  *••  •       ■ 


«  -m 


i ••  ■       •■■  m  %•  I  t 


•  •■•• 


•  ■••       •   •••  ••••-«•«■ 


•  ■    •  •        •■-  *■  ■  •         ■•■■■*•    ( 


ft  h         . 


M    ••  i>  ' 
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m=y+ï,    71=1,    p=—{,     a  =  2c,    ô=— I, 
donne 

q  q 

et  si  l'on  obserre  que 


puis  qu'on  fasse  rentrer  les  puissances  fractionnaires 
de  X  sous  les  parenthèses ,  qu'on  changera  ensuite  en 
radicaux  ;  on  aura  la  formule 


h 


jt^~*  y  icx — 


^â£S — *» 


^         J  l/acx 


l/acjc —  x^ 


200.  Les  trois  exemples  précédens  se  rapportent  aux 
formules  (^A)  et  (C)  ;  on  tire  des  résultats  non  moins 
utiles  de  la  formule  (Z>)   (196),  puisqu'elle  sert  à 


intégrer  la  difierentielle 


(2'+iô'0' 


=  d2(/3» +  £»)"'", 


qui  a  été  mbe  de  côté  dans  les  fractions  rationnelles 
(ï8o);  car  si  ron  fait 

x:=z,     a=^/3*,     i=  i ,     771=1,     71=2,     p:i=>m, 

la  formule  (£>)  devient 

/dz(y3»  +  il*)-"  = 

(277t  —  2)^*  ' 

d'où  il  résulte. 


•  « 


»    • 


«    ••  •  • 


•     •     • 


•  ••• 


• 


■    •     •    • 


•    « 


•   ■    •     •■• 


•• 


f   ■ 


#•••  ••«..     «•     •••        f**' 


•    • 


jgo 
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«n  série,  eit  — r— ,  ayant  pour  déreloppement 


a       a*        ar       4XJ 

a  +  x      a       aa*       3a^       4^* 

ma»  on  saîl 'd*aîllears  que  /  — —  =l(a+jf)  -}-co/Mt: 
on  aura  donc 
H« +*)  =^  -  £î  +  ^a  -  4*^  +  etc.  +  «,«./. 

Pour  trouver  ce  qu'exprime  la  constante,  îl  n'y  a  qu'à 
faire  x^=^0',  il  vient,  dans  cette  supposition,  \a  =  consty 
et.  par  conséquent 

^  \         a/      a       2a*       oa^       4a* 

résultat  conforme  à  celui  du  n®  29. 

Soit  la  diflerentîelle  -—. — -,  qui,  pouvant  se  mettre 

ôx 
sous  la  forme j,  appartient  à  l'arc  dont   la  tan- 

X  €1 

cente  =  -  (36)  :  en  réduisant  -t-l — -  en  série,  on  ob- 
tiendra 

a  I       jr'       a;*       x^ 

=  -  —  T3  +  T5  —  ::;  +  etc.; 


a'+x^       a      a^      a^      à? 
et  l'intégration'  donnera  ensuite 
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X       x^        afi         x' 

-  ^  5— ^  +  p— s  "~  — f  +  etc.  +  corisL 
a      3<r       5a^       7a'  * 

Si  l'on  vent  tirer  de  cette  équation  la  Talcur  du  plus 
fetit des  arcs  dont  la  tangente  est  -,  il  faudra  suppri- 


me 

a 

BMT  h  constante  arbitraire ,  pui$(|ue  l'arc  cherché  est 
Mal,  lorsque  x  ^o,  et  l'on  aura 


arc 


(x\       X       x^    ^    a^        x^    . 


icnltat  ^Qonforme  à  celui  du  n®  38. 

x^Hx 
Ea  opérant  de  même  sur  --— — - ,  on  trouve 
■^  a'  +  jp" 


+  / ï ,    N  3-  —  etc.  +  consL 

ao3.  Lie  but  de  l'int^ration  par  les  séries  étant  de 
te  procurer  des  valeurs  approchées  des  intégrales  qu'on 
ne  peatobtenir  rigoureusement^  il  est  important  d'avoir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  intégrale^  afin 
de  choisir  celle  que  rend  convergente  la  valeur  par- 
ticulière qu'on  se  propose  de  donner  à  x.  Les  séries 
qui  procèdent   suivant  les    puissances   positives   de  x 
dont  les  exposans  vont  en  croissant ,  ou  les  séries  as- 
cendanies,  ne  convergent ,  en  général ,  que  dans  le  cas  oii 
la  variable  x  demeure  très  petite;   tandis  que  celles 
qui  procèdent  par  des  puissances  négatives  de   x,  ou 
les  séries  descendaniesj  convergent  d'autant  plus  que 
cette  variable  est  plus  grande. 

19.. 


3^  TRAlTi  ÉliiMBIfTAIlB 

Pour  parrenîr  à  une  série  de  cette  espèce ,  dam 
Tesemple  ci-dessus ,  il  faudrait  changer  l'ordre  des 
termes  du  binôme  a*  +  ^  »  ^^  mettre  jt  à  la  place 

de  a  dans  le  déyeloppement  de  -^  ,_-  ;  on  aurait 


et ,  après    avoir   multiplié  par    x^dx  et   intégré,   il 
tiendrait 

x^dx  I 


/ 


+ 


a"  a*» 


+  elc.  4-  rowfi/. 
Cette  série  serait  illusoire,  si  quelqu'un  de  ses  dé- 
nominateurs, compris  dans  la  forme  in  —  m — i, s'éva- 
nouissait, ce  qui  arriverait  si  m  +  i  était  un  multiple 
de  n\  dans  ce  cas,  la  différentielle  développée contien- 

dor 
drait  un  terme  de  la  forme  aO'-O'»  —  ,  (]ont  l'intégrale 

serait  aCi-O-Jjc. 

Si  l'on  fait,  dans  le  résultat  ci-dessus,  //i  =  o,  /i  =  2 
et  a  =  I ,  il  devient 

# 

/'  dar  II  I 

dar 
mais  quoique  l'expression  — — ^  soit  la  diflcrentîelle 

de  l'arc  dont  la  tangente  est  jr,  il  n'en  faut  pas  conclure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc ,  puisqu'elle  donne  l'infini  lorsque  *  =  o.  La 
considération  de  la  constante  arbitraire  lèvera  cette 
difiBculté,  si  l'on  fait  attention  que  pour  connaître   la 
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mie  valeur  d'une  série  ^  îl  faut  toujours  partir  du  cas  . 
si  die  est  ooiiTergeiite.  Or  la  série 

FestJantant  plus,  que  x  est  plus  grand ,  et  elle  s'éva« 
nonit  lorsque  x  est  inOni  :  à  cette  limite ,  l'équation 

arc  (taog  =  jf)  = —  -.+  5—^ — ^  +  etc.  +  corut. , 

m  change  en  arc  de  1  ^  ==  -=  const,  y  et  substituant  cette 
lalenr  de  la  constante  ^  on  obtient 

On  pourrait  intégrer  aussi   la  fonction  rationnelle 

-—•(17a),  en  développant  en  série  l'expression  —  j 

nais  oe  moyen  ne  conduirait  qu'à  des  résultats  fort 
iompliquéi  et  rarement  convergens;  d'ailleurs  ces  cal- 
ERissontà  peu  près  inutiles,  puisqu'on  sait  ramener  cette 
lîlËrentîelleaux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cercles,  dont 
m  obtient  les  "valeurs  par  les  tables  trigonométriques. 

ao4-  La  formule  fx^''^àx[a  +  hs^)i    est    facile    à 

intégrer  par  le  développement  de  la  quantité  [a-^-hx*^ 
ÇB  série ^  et  il  vient  pour  résultat 

f7f^'ixla+h^y  =  a^  /  —  +^  ^- 

.  f(|>-^)&'  «-*-»    ■  p(p-q){p-.^)l^  ^1+etC  \ 
i.a^'a^  m+an  1.2.3^*0^        m+Sn  } 

+  conêt. 


2^4  Tuarà  iLiicEKTjjBX 

Si  l'on  voulait  obtenir  une  série  defcendatfte  par  rap^ 
port  k  x,ï\  faudrait  donner  à  la  différentielle  propoàiSe 

la   forme  at"*    *      ds(^b  +  a*^*)^  et  aprës  avoir  dé- 

-  Ci 

veloppé  (b  +  oar  »)*,  multiplié  le  résultat  par  jt      ^  *'d* 

et  intégré,  on  aurait 


fi 


X 


'   4 

""ix(a+bx^)i  =  bn 


m—iA^r^    I    k^Mya  — .  Aa  1   î'* 


[mq-f-np 


■»+ — : —  /  V    .  m-h 


P^  y^      ^       t^p^EnSûf^   g^ 


+  TZ 


^-    ete) 

'2q)n       .    '3 


qb mq'^'{p^^)n  x.2^*A*  ^+(p — 2y)i 

-f*  const. 

Tant  que  les  quantités  a  et  6  seront  positives  toutes 
deux,  ou  que  q  sera  un  nombre  impair,  on  pourra 
se  servir  inilifTéremment  de  celte  série  ou  de  la  pré-. 
cédcnte;  mais  lorsque  q  sera  pair,  la  première  formule 

deviendra  imaginaire  par  le  facteur  af,  si  af  est  néga* 
tif,  et  la  même  cbose  arrivera  à  la  seconde,  si*^ 
est  négatif. 

d:r 
2o5.  Soit  —  ,  expression  qui  est  la  différen- 

Y/i—x'  ' 
tielle  de  Parc  dont  le  sinus  =  x  (36)  -,  on  aura 

1  .ï    «.  1.3,  ,1.3. 5-.,  1.3. 5. 7a    ,    ^ 

t/j ^a  2  2.4  2.4.0  2.4*0.0 

et  de  là 

/ôx  .ijt^  +  I'^a:^,   1.3. 5:^7 

j/i — a:*  2  3       2.45       2.4,67 

En  supprimant  la  constante,  la  série  s'anéantira,  lors- 


•«         ••      ••«       'I      »■••  m^ 


^- •«       #M*    ■       •*•  •     ••  ••••■ 

•  I 

*    ■      ■  ••■•     ■•    •        •    ■■     ••    ■• 


>    •   • 


••••    ta  •     t 

Itl     •     • 


•  ■■  ••        ■  !•  •■••■• 


■     • 


!••■    •       •«■ 


I*  .    k    ■• I ■■«•• 


•    ••••f 


•     • 


•     «ik. 


•      & 


•  • 


•*  i 


I 


•  -• 


• 


*•  '      • 


• 


ft      »• 


• 


..•^ 


•     •      • 


ag|6  nAvti  iiiMXHTAiBji 

— —: donne  •  après  la  réduction  de  V^  i  +  *• 


en  série,  et  rintcgration , 

d*                   I  jr'  ,  1.3**      i.S.Sof'    ,     ^ 
.=* -r-  H î  -=■ T-è  ^  +  etc. 


J  ^T+T*     *      2  3~^2.45      a. 4.6  7 

+    COTUL 

/o    /VjÉfL- 1  '        ij3 1.3.5 

*  '  j  ïT^^i  a. 2**     2.4-4^      2.4-6.6a? 

—  etc.  +  const* 

Cette  série ,  qui  renferme  la  transcendante  Ijt  9  est  d'au- 
tant plus  oonirergente  que  x  est  plus  grande  ;  on  peut  en 
obtenir  une  autre  entièrement  algébrique,  et  d'autant 
plus  convergente  que  x  dijQère  moins  de  l'unité.  Pour 
..cda,  il  faut  faire *=  i  +  ">  ce  qui  donne 

J  \/x^—i    J  i/nu+u^       \/iJ  \         ^/ 

é  ^1 

développant  ('+"-)    t  multipliant  chaque  terme  par 

-1 
u  'dw,  et  intégrant,  on  trouve 


/; 


àu 


V^nu+u* 


.1 


1  /     il  2m'"      1 . 3  2 1**      1 . 3 . 5  2M  *  \ 

— ~[2u 5 1 7^—7 7-^  — 5+ etc.  J  +  coiM/: 

l/2\  20.2        2.45.4         2.4.07.0  / 

(i.u    ,   I.3.U*        1.3.5.1^^  \   / — 

I 7. 7-^-> >-7. — Q  +  etc.  ]y2u  +consL\ 
2.3.2    2.4-5-4    2.4.0.7.0         / 

et  puisque  :^  =  jf— i ,   les  termes  de   cette  série  sont 
d'autant  plus  petits  que  x  —  1  est  peu  considérable. 

206.  L'utilité  de  la  réduction  des  difFérentielles  en 
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■trie  I  étant  seulement  de  les  transformer  dans  une  suite 
de  termes  dont  chacun  soit  int^rable  en  particulier, 
il  n*est  pas  toujours  nécessaire  que  les  termes  de  ces 
séries  soient  des  monômes. 
Si  l'on  a  y  par  exemple, 

et  que  0  soit  une  quantité  fort  petite,  le  développemeot 

^  ^i"—  ^x^  donne  une  série  très  convergente,  parce 
qsedans  la  diflTérentielle proposée  x*  est  toujours  ^i, 

icinseda  radical  V^i — x*\  on  trouve 


jp»=si e»jf« — 


1. 1 


2.4 


e*x 


1.1.3 


.6^6 


2.4*6 


-.«V — etc. , 


et  il  Tient  à  intégrer  la  suite 

, (  1 ^V ',e^x^ 7-5«  *^—  etc.  1 , 

l/iH]^        2  2.4  2.4.0  / 

==     > 

\/l—x* 
tnitéean  n*  197*  En  substituant  au  lieu  de 

p    dx  C  x^Ax  Ç  x^Ax 

kl  eiprenions  données  dans  le  n^  cité,  il  eu  résultera 

djrV^i — e*x* 


r 


=  A 


[/i—x* 

+  clc 4"  COJlSl. 


»g8  TRAiri  iLiaiXMTAIBB 

On  traiterait  d'une  maoiëre  analogue  la  différentiane 
àx  âx  I 


\/{j—x^)[^a  +  x)        V'i—x*    \/a  +  x 
eu  réduisant  eu  série  la  quantité 

I 


\/a+x 
et  quant  à  la  difiérenticlle 

Sx 


=  («+*)  '; 


[/{2cx—x'){b  —  x)'^ 
qui  se  rencontre  dans  la  Méeaaiquey  le  déyeloppe» 


ment  de 


U     ,   IX      i.Sjt*   ,   1.3.5*'   .    ,    ) 


raracnerait  à  l'intégration  de 

x^dx  , 

(»99)- 


/; 


\/iicx  —  X^ 

De  Vintcgration  des  fonctions  logarithmiques 

et  exponentielles. 

207.  Soit  d'abord  la  différentielle  Pd*(ljc)",  P 
étant  une  fonction  algébrique  de  x\  l'intégration  par 
parties  fournit  le  moyen  de  la  simplifier  en  diminuant 
l'exposant  de  ^x. 

En  effet,  si  dans  l'expression  généralp/s"Pdx,on  peut 
intégrer  le  facteur  Pdx ,  et  qu'on  pose  en  conséquence 

Pd:r  =  d^',     m  =  z"     et     dsr=s'dj;, 
la  formule  fuàu^^uv  ^  fvdu  (igS)  donnera 
Jz'Pdx  =  2V  —  nfz'^-U'Edx     (i  )  , 


dM       M        »!•••' 


•■•  • 


M         •        •       ■•     •• 


%* 


■••«••■ 


•  •         ■       '         ■ 


.t.   • 

■     •  • 


•    • 


•  •  •      • 


M       • 


i 


•  ••  f 


«•#: 


•t     • 


•»  • 


•  ■  • 


•••••• 


^  ■  • 


•       •• 


1  ■ 


t 
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qui  se- terminera  toutes  les  fols  que  n  sera  un  nombre 
entier  positif. 

£n  prenant  i»=  i    et  11=2 ,  on  trouve 

/r"»dxlx=  — —  \  Ix r—  >  +  consi.  ; 

m+i  i  /n+ii 

+  consL 

Lorsque  m  =  — ^  i. ,  la  formule  ci-dessus  cesse  d'être, 
applicable;  mais  en  faisant  \x=zuy  ou.  a 


/ 


dx  ,-   .         ^  . ,  m"****     . 

—  (Ix)*  z=ju*du  =  — T-—  +  cons/. 

=  — r —  (lx)"+*  +  const,  ; 
w-f-  I 


et  la  même  transformation  rendrait  algébrique  la  dif- 

.,        .         dx 
férenlielle  —  U ,  dans  laquelle  Z7 désignerait  une  fonc- 

tion  algébrique  de  Ix. 

liOrsque  n  est  négatif  ou  fractionnaire ,  la  série  se  pro- 
longe à  l'infini-,  en  faisant  7^  =  —  i ,  par  exemple ,  il 
vient 

/x'"dx 
Î7Tx~" 


x»"-^*  f     i                     I  1.3 

T-i 3  + 


'"+'  |(IX)'»  2(/7.+  l)(lxr  4('«+0'(IJP)' 

1.3.5  ,  )    . 

H y  +  etc.  i  +  consL. 

Q{m+iyX\xr  j 

209.  Pour  diminiier  Texposant  de  Ix ,  lorsqu'il  est 
négatif,  il  faut  employer  la  formule  (2)  du  n*  207, 
avec  laquelle  on  trouve 


•• 


•  •  « 


•   ■    I 


■■■•  ■■••■••  a 


•  • 


■         ■     ••• 


•    • 


' ••- •       ■ 


■•■■■■ 


•  ■•■    •■  ,       _      • 


■  •  ■  ■  ■    • 


■••     • 


•il     •  •     a 


••• 


■  »  • 


•>• 


•  «■ 


§•       •       a'I 


•  •■•*     ••  -     ••      ••■     ■■  ««^ifai- 


J    ^x    .        ^      Il       1.3  T   1.375 

3i4>  En  Kvpiaçaiit  tf  par  Mni  déwlopp^iiiwat  (* j) 
dau  h  finction  fPa^ix,  on  obtiendra 

fPtfàx—fPàx  +  -/P«d« +M*/Pxi4fc 

œ  qui  fimmira  vu  noaTeau  défdoppenfteot  imfPf^j^j 
tontes  les  fois  qaW  pourra  obtenir  Iea\foBCtiom 

fPàx^    /Pxdx, .  *../Px*dx,  etc. 

Si  P  =  x"y  n  Yiendra 

/b*x"dx  = 1-  -- — —  4-  — — ^— 4- 

,       x"+Klû)^      . 
l.2.3(i»  +  4) 

ob  il  fandra  mettre  Ix  au  lieu  de . .  lorsque  n  lera 

un  entier  négatif  égal  à  — L 

, 

donne  le  déreloppement 


/ 


tf'dx      -      ,  a:!a    .  x*(Ia)*  ,     x^fla)' 


S  1.2  1.2.2  1.2.3.3 

.       ar<(la)* 

+ o   /  r  +  etc.  +  consLf 

'   1.2.3.4.4 

que  la  supposition  de  a'^=Sy  d'oii  il  résulte  x  =  ^ 

et  l.r  =s  lU  — •  lia ,  traniforme  en 


••    •  ^•^••ft.       (    ^»  «  , 


f 


•  *•  •     ,      >,. 


•  • 


«■• 


^•■•■-  *• 


•i*iM     tt.  ..   .^    .  , ,,,,   j 


•tpffM*    •■   •    •  •  ri».i.«i  ••  ..  ^1,    , 


•  ■  ••    •  «• 


•       ■•       •     .■!  ■ 


•••••••«•••■fi     .a      ^|i*-     ••    ••     ■   •.«- I. 


•••     ■     •••■»  . 


w  *    • 

t  • 


•    lit 


-       ••«•l-M  .«         ..••*«      ' 


•4« 


-  ••#  ... 


<«f     . 


•^   ^'•••»     ^-      f  **    ..  ##. 


•»•*» 


*     »•    ••«.-•M    «.    •  *,.,^  ..„  ^^ 


•»    •  . 


•■•      t 


!••  W 


>  ••••'«   I 


\ 
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fx^dx  arc  (010==  x)  = 

— -~.aEc(8in=:jr) -j—  /  -7==:, 

.^  a  été  trattéë  dàhs  les  n*»»  197  et  198. 

Cet  exéndf^Ié  soJBît  '  pour  montrer  que  fPzdx,  s  dé« 
signant  Un  arc  dç  cercle  et  m  Vuée  queloonqœ  dei 
lignés*  ttigonométriques  correspondantes  à  cet  arc , 
pouffa  être  ramenée  à  Fintégrale  d'une  différentielle 
algébrique,  toutes  les  foi)  que /Pd:i?  sera  une  fonction 
algébH^ùe  de  cette  variabte ,  puisque  les  différentidiles 
de  Farc  sont  aussi  de  pareilles  fonctions  (36). 

En  Supposant  toujours  que  s  soit  le  sinus  de  l'arc  s, 
on  obtient  par  l'équation  (i)  ', 

/a"d*  =  XZ* 2i/«"""'  '— , 

y  \ — x^ 

et  ainsi  de  suite,  d'où  l'on  conclut 

/z«tlAr  == 

2"*  +  HZ*"*  V^  1—  jc»  —  n{n  —  i)is»"»jc 

série  qui  s'arrête  lorsque  nest  un  nombre  entier  positif. 
Si  l'on  avait  Pd*=s  dij,  l'intégrale /Pa^dor  se  chan- 

fierait  en  /k"dj2=  — (-  oo/»«^.  ;  et  si  l'on  sob^tHli^it 

^  /î  4- 1 

à  s*  une  fonction  algébrique  quelconque  de  s,  l'intégrale 

considérée  par  rapport  à  s  rentrerait  dans  quelqu'une 

des  formules  traitées  précédemment. 

217.  Les  fonctions  qu'on  rencontre  le  plus  souvent  ne 
contiennent  pas  l'arc ,  mais  seulement  sa  différentielle, 
et  pour  les  intégrer  il  faut  se  rappeler  que ,  par  les  n**  '33 


i>B  cAixnrL  wràatLkL 


3o9 


et  34» 

d  .sîn  nz  -=      ndzcoanzy  d'où  fdjt  008  i>s  =     -   sîn  nz^-consL 


d.cos  jïs  =— *7idssîii/»2, 

nàx 


d.taDgns= 
d.  cot  nz  =— • 
d.  sécnx'=' 


d.coiéci»= — 


(cos  nzy  * 

nds 
(sîn  7ï«)*  ' 
ndzslnnd 
(cos  /»)•  ^ 


ndsoosiiK 


r» 


rdssmiis=— -  co8i»s4<^o/urt 

j   (co«i»«)*  n      ° 

/âz  I  , 

7-: rt=— ■"COt'»«  +CO/W^ 
(sin  7i«)*         n 

/àzsmnz  i     .         , 

(cos  »»)*  n  ' , 


iKCOsns 


-|-tO/2S^, 


(sîn  nzj 


/dzcosng  i 

Ti ^.-  =—  "COsécnz+consL 
(smnzy         n 


nsin  ne 
s  18.  De  ces  iatégratiODS   résulte  d'abord   celle  de 
tontes  les  fonctioDS  rationnelles  et  entières  de  sinns  et 
de  cosinus  y  parce  que,  au  moyen  des  expressions  de 

sinacosfr)     cosasin^,     sinasin^,     cosaco^^^ 
rapportées  dans  le  tableau  des  formules  trigonomé- 
triques  {Trig,  29) ,  on  peut  les  changer  en  simples  sinus 
et  cosinus. 

Soit  pour  exemple 

d*  sin  (mx+n)  cos  {px  +  q)'9 
si  l'on  fait  d'aboi 

ontrouYe 

êm(insÊj  +  n)cos(px+q)=s 

l  Bm[im+p)x  +/»  +  î]+i  8in[(/i»— />)*+  /»— jr]  ; 
et  posant 


'^const» 


ao. 


3o8  Tnàiri  i(jba;NTAiBB 

d'où 

,  d«  .  d/ 

OX  =  — -T ,         ÔX  = 


w»  +  p'  m'^p* 

on  n'aura  pins  a  intégrer  que  la  différentielle 

-j — — -;r  dssins  +  -7 ç àx'amz', 

tpii  donnera 

•—  -7 — : — :  cos  «  —    ,  ^  0082  +  consL 

En  remettant  pour  s  et  /  leurs  Taleurs ,  il  Tiendra 

cos[(in-f/>)jr+n+y]      co9[(jn— />)jf+/i— y]  , 

Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  pour  les  sinus  et  cosinus 
élevés  à  des  puissances  entières  et  positives ,  parce  que 
les  formules  trigonométriques  citées  convertissent  ces 
puissances  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

Cest  ainsi  que  la  formule 

sin  a*  =  ï  —  i  cos  2a  , 
changeant 

[sin  (/?Mf  +  n)y    en     î  —  {  cos  a{mx  +  n) , 
conduit  à  l'intégration  de 

djr[sin  (mx  +  '*)]*; 

car  si  l'on  fait 

dz 
2(mx  +  71)  =  « ,     d'où     dx  =  — , 

2/1» 

on  obtiendra  la  différentielle 


-^(J— Jcosx), 

2/71 


dont  Pintégrale 
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4-co/w/^=: 7 ^ 1  consL 


219.  On  s'élèverait  aisément  des  expressions  de  sin  a* 
et  de  cosa*,  à  celles  de  sîn  a^  et  de  cos  a^,  et  ainsi  de 
proche  en  proche  ;  mais  celles  du  n^  187  conduisent  à 
des  formules  qui  comprennent  tous  ces  cas  particuliers. 

En  efiety  on  a  d'abord,  par  cet  article, 

cosJ5»=i '^ ^,  ou  2"cosz"=(**^-'  +  e-*^-')"; 

et  si  Poq  déreloppe  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion ,  en  considérant  l'exposant  n  comme  un  nombre 
entier,  il  Tiendra 

2*cosa"  = 

I  i,a 

1.2.3  '    1  ,  * 

mais  lorsqu'on  change  z  en  mx,  l'équation 

r*^*^-'  =coB«±:V^ — I  sin«, 
donnant 

e=^***^"  '  =:  cosnu  ±:  V^ — i  sin  mz  ^ 

fournit  le  moyeu  d'exprimer  en  sinus  et  cosinus  tous 
les  termes  du  déyeloppement  ci-dessus,  qui  peut  ensuite 
s'écrire  ainsi  : 

cos  l»£  +  -  00s  In 2)s  -f-  -^ ^  C08(/»— 4)* 

»(?»— i)(ii — 2)      .      g.^         ,  n  /       „\     I 

-h-^ ^-r — -cosC?! — 6)j.  .,-1 — cos — (» — 2;;?-f-cos— /i« 

1  •  2  •  O  ( 

-f-  V^ —  I  <  sin  n«  -f-  -  sin(ii-«-2)2  -4-  -^ sîn(7i — 4)* 

/l(»— 1)(/»— 2)   .     ,  £..  I    **  •  /  \        1       •  l 

H 5 sin(n — o)z . . .  +  -sm — (»— 2)s  +  sin— /»«  >  , 

1  •  2  •  o  I  3 
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et  dans  lequel  les  termes  sfieetés  de  V^—  i    se  dé^ 
truisent  comme  on  va  le  Toir. 

i.^  Si  n  esl  impairiey  le  nombre  de  ces  termes  est  pair, 
et  ^us  ceux  qui  sont  à  égale  distance'  des  extrêmes  ont 
le  même  oo^cienty  mais  ils  sont  de  signes  oontratres, 
parce  qpe 

sin— 1»«  =  —  sin mm  {Trig,  a6) , 

quelle  quesoit  m  ;  la  première  moitiéest  doncdétmite  par 
la  seconde ,  et  îl  ne  reste  que  la  partie  réelle  du  déye- 
loppement.  Si  l'on  éprouvait  quelque  difficulté  k  con- 
cevoir ce  qui  précède ,  il  suffirait  poiir  la  lever ,  de 
faire  le  calcul  en  assignant  à  n  une  valeur  particulière^ 
comme  3  ou  5. 

Dans  cette  opération,  on  verra  sans  peine  que  la 
partie  réelle  qui  forme  la  valeur  de  2"  ces  2",  lors- 
que le  nombre  n  est  impair,  peut  ctre  réduite  à  la 
moitié  de  ses  termes ,  en  observant  que 

cos  —  mz  =.cos mz  [Trig,  26)  , 

d^où  il  suit  que  les  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux;  on  peut  donc  se  borner  aux  termes 
qui  composent  la  première  moitié  de  la  formule , 
pourvu  qu'on  les  double.  De  cette  manière,  on  trouve 

2'*  cos  s*  = 

,    2/i                                   2/i(AÎ — l)          ,  ,. 

9.COVIZ  H COS^Tl — 3)«T COS^n 4)^  "T  ^^C.  , 

a  1    •  ^ 

ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  2, 


a'^'cos»" 


cos  wz  4-  -  cos(n — 2)z  -f- cos(» — 4)*  "t"  ^^^  > 


en  s'arrôtant  au  dernier  arc  positif,  qui  est 
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2**.  Quand  l'exposant?»  est  pair, chaque  partie  du  dé- 
Teloppement  a  ud  nombre  împaîr  de  termes  ;  maïs  dans 
la  partie  Imaginaire,  celui  du  milieu  étant 

n{n  —  i)Çn  —  2). . .  An 1*- 1] 

\  3  ^    *    i  N 

sm^Ti  — njs, 


■y  * 


I*2*0*   ••   m~~' 


s'évanouit  :  cette  partie  est  donc  encore  nulle. 

Quant  au  terme  du  milieu  de  la  part ^ç  réelle ,  comme 
il  est  affecté  de 

cos (»  —  n)»  =  oos  o  =  I  , 

il  se  réduit  à  son  coeflicient,  le  même  que  cî*dessus;  et 
à  cause  qu'il  est  unique  dans  la  formule,  il  faut  en 
prendre  la  moitié  ^  si  l'on  veut  le  soumettre  au  facteur 
commun  2  ,  supprimé  dans  le  cas  précédent ,  en  sorte 
qu'on  peut  encore  se  servir  de  la  même  formule  que 
dans  ce  cas^  pouvu  qu'on  ait  soin  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de  l'arc  nul  qui  se  pré- 
sente alors. 

Avec  cette  attention  ^  il  sera  facile  de  former  les  va* 
leurs  de  la  table  ci-dessous  : 

cos  z  =r  cos  z  y 
2  cos  s*  =  cos  2Z  +  I , 
4  cos  iff^  =  cos  32  -h  3  oos  2, 
8  cos  z^  =  COS42  -f-  4  cos  2is  4-  3 , 
16  cos  s*  =  cos  5z -f-  5  cos  3jE  +  10  cos  2, 

32  cos  s?  =  cos  63  4"  6  oos  4^  ~f-  '  ^  C^  22  -^  I O  , 

64  cos  2'  =  cos  75  +  7  cos  55  +  21  cos  32  -4-  35 cos  2, 
etc. 

220.  L'expression  du  sinus  (187)  donne  l'équation 
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SID  2*  =  ^  ^ 

et  jpar  conséquent 

a-(  [/^y  sîn  s-  =  (#«^^-^  ^•»^^)»  = 

/  1  i.a 

1.2.3  I  ^^  ^ 

t 

oh  les  termes  du  dernier  membre  sont  alternatiTanent 
posîti&  et  négatifs.  Lorsqu'on  remplace  les  exponen* 
tielles  par  leurs  yaleursen  sinus  et  cosinus  (p?  précéd.), 
il  vient 

2«(V/^)»sin«"  = 

n                            n{n — i)        ,        ,. 
CCS  nz cos  (/i — 2)a  + cos(/i — 4)* 

>  I  1.2 

n(n—l)ln — 2)        ,        /-v  .    «  ,  v 
^ ^-5 cos(/» — 0)z zt  -cx)s — (71—2)2:4:008 — nz 

I  •  2.  O  I 

I  •/ — f  •         ^  '  /     «\  I  ^^^ — 0  .  /      ,\ 

+  y  — lisiunz sm{n — 2)«-| siii  {n — 4)* 

7î(/l— l)(/l 2)   .     ,  ^.  »    .  ,  N     —     •  ) 

i _^ £sin(7«— >o)2. . .  zt- sm — (n—  2)s  qi  sm — nz >  , 

I  •  2  •  o  1  j    . 

où  il  faut  encore  distinguer  deux  cas. 

i^  Lorsque  n  est  impaire,  le  noi^bre  des  termes  de 
chaque  partie  du  développement  étant  pair,  et  ceux  de 
la  partie  réelle  ayant ,  quand  ils  sont  à  égale  distance 
des  extrêmes,  le  même  coefficient  avec  des  signes  con- 
traires, se  détruisent»  puisque  cos  —  mz  ^=z  cos mz.  Cette 
partie  réelle  est  donc  nulle.  Il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  partie  imaginaire  *,  les  termes  placés  à  ^ale  dis- 
tance des  extrêmes  s'ajoutent,  parce  que  ceux  de  la 
dernière  moitié  changent  de  signe  à  cause  de 


•  • 


•■       ••■    •     ■ 


•    ••  • 


I  M*  <  •  •   •••  •  •  •      •      • 


•   ■•  •  •        • 


•••  ta*        •        •••        • 


>•         •«••« 


«•■  ••  •     ■•■•••  •  •»     •  •■•    •> 

■•••■       •  ••  •  ■    •  ••*-   .  ■  « 

*••         •  ••        frM  ■      •••  •  ••••••!  kt- 


Cf*- 


■    •  •■ 


•  •  •       • 


'•    •     ■•• 


■•  •• 


*••  »       •■       ■  •     • 


••     ••■•- 


••• 


• 


•     t  •    -    •■        ■•      • 


••• ■•••  •    ••• 
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•  *•       • 
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•      • 
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Par  cette  formule  y  et  eo  cbi^ngeant  tous  les  signes 
lorsque  celui  du  premier  membre.est  -— ,  on  trouvera 
sans  peine  les  valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  : 

sinz  ^       sins, 

2  sin  «*  =  —  009^22  +  ï  » 

4sins^  =  — sîn3s  +  3  sins^ 

8sin2^c=:      cos4'  —  icosii9+3j 
i6s!n2^=      sin  5^  —  5sîn  32<4~  losins, 
3!X8in«^=-r-cos6«  +  6cos42  —  i5oosajî+  lo, 
648Îns^  =  — siu7«-i-7  sinSc  —  21  sin  3s  4-35  sin  j, 
etc.  C). 

{*)  Dans  les  formules  ci-destns  |  je  me  sais  born^  k  considëfcr 
Pcxposant  n  comme  entier ,  ce  cas  étant  le  seul  nécessaire  ponr  le 
plus  grand  nombre  des  applications:  on  clait,  h  Tcgard  des  autres, 
dans  une  erreur  que  ]V1.  Poisson  a  relevée  le  premier;  mais  il  res- 
tait encore  sur  ce  sujet  quelques  difficultés  h  «iclaircir.  (  Ployez 
Je  Ul^  vol.  du  Traite  in-4**»  pag.  Go5  et  6i(> ,  puis  le  Bulletin  des 
sciences  mathématiques,  physiques  et  chimiques,  publié  par 
M.  de  Féiussac,  t.  IV,  p.  216,  338,  rcxlrait  d'un  Mémoire  de 
M.  Poinsot  i  p.  î4^  »  344  ,  des  Remarques  de  M.  Poisson  ;  t.  V,  p.  4» 
celles  de  M.  Pagani  \  p.  a5o,  celle  de  M.  Olim  ;  enfin  les  yfnhales 
de  Mathématiques,  publiées  par  M.  Gergonne  ,  t.  XVI,  p.  d54-) 

Comme  ce  nVst  que  par  rapport  h  leur  usage  dans  Tinte'gration 
que  j'ai  place  ici  ces  mêmes  formules ,  je  n'ai  pas  cru  devoir  parler, 
dans  le  texte  ,  de  celles  qui  servent  &  exprimer  ^  par  les  puissances  du 
sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple,  le  sinus  et  le  cosinus  d'an  arc 
multiple  quelconque;  ncanmoini  ces  dernières  formules  c'tant 
remarquables  ,  je  vais  en  indiquer  ici  la  construction. 

On  a,  parle  n®  187, 

cos«2-f-î/— I  sin  nz  =  (cosc  -h  y — 1  sin  s)", 
cos  nz  —  V —  I  sia  /12  =  (cos  z  —  \/ —  i  sin  «)«; 
en  prenant  la  somme  de  ces  équations,  on  en  conclut 

(cos  z-f-V— I  sin  c)"-f-(cosc  —  y — i  sin  2)* 


cos  nz 


•À 
et  5i  l'on  retranche  la  deuxième  de  la  première,  il  vient 
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aai.  Maintenant  9   soit  à  intégrer  la  différentielle 
HscosiE^;  on  tirera  d'abord  des  formules  do  n**  219  ^ 

COS  5^  =  ^  COS  4^  +  î  OOS  2«+  J  , 

et  l'on  aura 

/ds  cosz*  =  î  fdz  cos  ^s  +ifdz  cos  2a  +  \fdz 


=  r-  sin  4*  +  -7  sin  2«  +  -TT  +  const. 
52  4  •    «    • 


8 


Cet  exemple  montre  asse^  comment  il  faudrait  opérer 
tor  tous  ceux  qui  pourraient  s'offrir. 

222.  Les  formules 


(co8fi-f-i/ — I  sinz)"  —  (coi«— 1/ — ittn»)* 
•111/»  =  ^ — 1 '        *  ^ 


aV/-i 

cxpnwîoiif  qui ,  quoique  affectées  d'imagiaaires,  n''en  sont  pas 
Hunn»  réeUe» ,  parce  qœ  cet  tigncs  diiparaisient  tons  par  le  dc'vc- 
loppcment  des  pnissances  indiquées.  En  effet ,  on  a 

(ooa*-f*  V'— I  sin  »)■  ^  cos  *•  H-  -  V/— «  cos  a»-»  sin  z 

n(n — 1) 

i î  cos  »■-•  sin  s»  —  etc. , 

i.a 

(cos  s  — y'""'  ^^  »)"  =  co*  *■ V'"'  cos  a"-»  si 


sma 


1.3 


cos  *■-•  sm*"  -h  etc. , 


et  anbatituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  on  arrive  a 

n{/i— 1) 


cet  HA  ^cos^*  — 


i.a 


cosc'-*  sms» 


4.  -i il — --4-* 1  cos  »■"*  sm  a*  —  etc. , 

1.9.3.4 

,i.».  =2  co.*-.  .in.- îîtanOfcl)  co..-'  .5»»» 
I  i.a.3 

,(n-,)(n-a)(n-3X».-4)  ^„,  ,^,  ^  ,,  _  .„. 

1.2.3.4*5 
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SID  2  =    — 


ai/—; 
COêZZrL' It-Î («87), 


2 

changeant  (es  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus,  çig  expo- 
nentieQes ,  ramènent  l'intégration  des  unes  à  celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  dssins^coss", 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  :  il  su£Bt  de  faire  sins  =  x»  d'où  il  résulte 

oos»=i/r:i"?,     ds  =-7=?L=  (36)  j 

et  l'on  obtient  ensuite 


a 


fdz  sin  s"*  cosa"  =  /i^djfCi— *') 
Cette  dernière  expression  s'intègre  d'abord  quelle  que 

:>olt  m,  lorsque  n  est  paire ,  puisque est  un  en- 

tier.  Quand  w  est  impaire^ revient  à  db  *— J,  » 

étant  un  entier,  et  l'emploi  y  soit  de  la  formule  (fi)  (iqS), 
soit  de  la  formule  (Z>)  (196)  »  ramène  à 

1  •»  jc'"djr 

J  yi — x^ 

qui  s'obtient  quand  m  est  un  entier  (i97>    198). 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  réduira  l'intégrale  pro* 
posée  à  celle  de  la  différentielle  analogue  la  plus  simple. 

Il  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les  autres  lignes  tri- 
i^'onométriques. 

223.  Avant  d'aller  plus  loln^  il  est  à  propos  de  rc- 


•  *■■••    tfta*    •        ••«     ••■•    •  •  ■    «« 


•        •• 


•  ••• 


la^VCVa         •■!•••**■      ■■'•■••       a^i     •••     • 


■  ••1    • 


k  ft  •    ■  ■  I 


■  •        •   •• 


•  M 


•     -  •      • 


il         ■  ■•         ■  ■ 


&«•••  .«M  ■ 


«I   .       -■■••••■••••  I  ••■  *J  m       ■■•>    ■  • 


••.•  tm       ê'         t  .        •        i 

k     %      ■•     ••••■•••■■•»■  ••4  ■•      •■■«••         ■•••  • 

••9      •«■•  '••  9^  ■     ■••    ■•      ■■■'.    •■■■•  I 


«•  •        •« 


>  •    ■  ••• 


•  •• 


i        B  ••    •  •     ••••^(.     ••  ai* 


'  ••     • 


• 


if*l 


•    •••  •■ 


•  •    •■• 
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I 

valeur  de  /4i«8m«"ot>«s«,  îl  èii  ^ésidiéra  {^f) 

225.  On  peat  construire  de  même  la  formule  ptopre 
à  diminuer  Fexposant  de  cos  s  ;  mais  elle  se  déduit  im^ 
médiatement  de  la  précédente  ^  en  posant 

s=i^ — y,  d'oà  d»=— dj^,  8Îns  =  oo8j^9  C08s  =  8in^. 

Par  ce  moyen,  et  en  y  changeant  tous  les  signes ,  la 
formule  id)  derient 

oosy^'^^siny"^*      iij_i 
/d^C08y'"8in^*= — "^—T \'~j-^dyoo9y'*^BinY*  ; 

et  maintenant  «  si  Ton  remplace  ^  par  «j  qu'on  .ebMige 
771  en  7»  et  réciproquement,  on, aijgra  la  formule  (i?) 

ri    '     m        n     siîi«"*-^'cosa''"*   ,    n — i  ^.    .    _^      ^    . 
/dssin5'"cos2'*  = i H r—YUasins^coss"  *. 

m-f'Tl  7»-f-7l  .,  . 

226.  Comme  leurs  analogues  pour-  les  différénlielleè 
binoBÔes  ,  cçff  forilnules  doivent  être  renversées  lôk^ue 
l'exposant  qu'on  se  propose  do  réduire  eêi  n^atif  (ig|6). 

En  prenant  dans  la  formulé  {A)  la  valeur  de'  iSnté^ 
grale  du  second  metfnbre,  on  obtient 

/dzsms'"    •cosa'*=-' —H /das«i«*oos«"  ; 

m — I  m — I 

si  l'on  change  ensuite  tti  en  -^  ttï  +  2 ,  et' qu'on  passe 

les  puissances  «négatives  au  -  dénominateur ,  iLvi«ndra 

la  formule  {€) 

-1  ►'  •  '  *  ■           .  • .  -           -,    , ,      • 

/dzcos'i^  •   '  coss""*"'  *   '_,''* — '^ — 2  rascosz^ 

sins"*  (//* — i)sinqr          m — i    J  sinis"*""*' 

I  1 

En  opérant' dé  même  sur  la  Formule  {B) ,  on  en  déduit 
la  forinttie(D) 
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/cli^ooss  =«mS|quaQd  n  est  impaire,  et  à  fàzzznzj 
quand  le  contraire  a  lien. 

Si  les  eiposans  m  et  7»  étaient  égaux ,  mais  de  signes 
contraires  I  les  formules  {/£)  et  (JB)  ne  pourraient  pins 
servir,  à  cause  de  Téfanouissement  de  leur  dénomi- 
nateur us  4-11.  Pbur  éviter  cet  inconTénient,  il  suffit 
de  commencer  par  réduire  celui  des  deux  exposans 
qui  est  négatif. 

La  formule  (C)  appliquée  d'abord  à  /  —7—^ ,  con- 
duit à  /       j        ,  ou  à  /clscoss*.  selon  qne  n»  est 
J      sins  *  ^ 

impaire  on  paire  La  formule  (0)  >  <^Pplî^o^  ensniteà 

A%cosz^  j  .    , 

,  conduit  a 


/ 


S1D2 


— : =  1   — : =  1 .  sin  a  +  const. , 

smz       J     sinz 


si  n  est  impaire  ^  et  à  /  -r — ,  dans  le  cas  contraire.  Ce 

dernier  résultat  n'étant  pas  compris  dans  les  différen- 
tielles intégrées  précédemment,  doit  être  rais  à  part. 
Avec  les  formules  (  2?  )    et    (  -^  ) ,  on    passe  de 

/dxsine"»  ,    P^  ,  ^       .        ^      .         . 
z-  a  / ,  quand  m  est  paire  et  n  impaire. 
coss*       J  cos«    1  r  r 

Enfin,   si  m  et  /»    sont  toutes  deux   négatives  et 
impaires,  la  formule  (C)  conduit  d'abord  à 

dacosa""        /'d^sinfl'"* 


/dacosg""  _  r 
sin  z       ^  J 


cosx* 

■ 

intégrale  que  la  formule  (2>}  ramène  à 


I 


é  m     mtm      • 


••  •■ 


«« 


'     ••••'     •  MM    ^   «  <!•»    ai 


'"•••itt 


(•• 


•il      â«     *••«     «n       .  «M.^ 


•>i«tlB       ••      .^^ 


•••••^•-   ••••     ito.     .    ••«    ,   .1,...,^,   ..liifc 


•  > 


•  • 


•  ••    •  »••     ■    .  .. 


•  ■• 
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t. 
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IL. 


«••   • 


•  .«••      r 


■  • 


•   *#•  ••     ■*    ^*%   •••    •  mm»      H* 


l« 


•    ■ 


f 


/ 


•••• 


•••   < 


322  TRAITJÊ   iLilffXNTATBE 

ce  qu'on  peut  transformer  en  l.cotx(if-«-2)  '^consi., 
parce  que  l.cot  a  =  —  1. tang a  {Trig.  9). 

On  Wt  donc  que  l'intégrale /dssin  s"' cos 2"  s'obtient 
toutes  les  fois  que  les  exposans  m  ein  sont  des  nombres 
entiers,  soit  positifs,  soit  négatib  ;  il  n'en  est  pas  de  même 
quand  œs  exposans  sont  fractionnaires.  11  faut  avoir 
recours  aux  séries ,  excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas 
où  l'intégration  se  présente  d'elle-même. 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs 
approchées  des  intégrales. 

229.  Le  développement  des   intégrales  en  série    ne 
conduit  à  ane  approximation  que  dans  le  cas  oii  les 
séries  qu'on  obtient  sont  convergentes,  ce  qui  n'ar- 
rive   pas  toujours;   c'est    pourquoi    les    Analystes  ont 
clierclié  les  moyens  de  parvenir  à  des  valeurs  appro- 
chées des  intégrales,  quelles  que  soient  les   fonctions 
diflerentielles  proposées.  Le  théorème  de  Taylor  mène 
d'une  manière  très  simple    aux    formules   qu'Euler  a 
construites   pour  cet   objet  ;  mais  avant  à^y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  on  envisage  les  in- 
tégrales. 

La  nécessité  d'ajouter  une  constante  arbitraire  à  une 
intégrale ,  gpur  lui  donner  toute  la  généralité  qu'elle 
comporte  ,  fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées,  puisqu'il  ne  sufBt  pas  ,  pour  assigner 
leurs  valeurs,  d'en  fixer  une  à  la  variable  dont  elles 
dépendent ,  mais  qu'il  faut  encore  déterminer  leur 
constante,  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. On  détermine  ordinairement  cette  constante,  en 
assujettissant  l'intégrale  à  s'évanouir  pour  une  valeur 
donnée   de  x.   On  eu    a    déjà    vu    plusieurs    exemples 
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^=i9L  Juêqu'à  x=s:b;  et  cela  i' effectué  en  calculant 
aiiCceMwement  ce  que  devient  l'espreesion  variable  de 
l'intégrale  loreque  xaasa,  puis  lorsque  xssb,  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second.  Dans  ce 
OB^y  il  est  inutUc  d^écrire  à  U  suite  de  Fîntégrale 
la  constante  arbitraire ,  puisqu'elle  dîsparaitrait  par 
la  soustraction. 

Pour  indiquer  l'intégrale  définie  prise  entre  les  li- 
mites a  et  6,  Euler  écrivait  j Xix  I     "^  li  notation 

à  Uquelle  M.  Fourier  a  substitué  /  XAx^  ce  qui  est 

plus  simple  ;  et  e»  conséquence  lorsque  fXàx  rs  f  («), 
il  en  résulte 

f  XAx  =  î{h)  —  £{à). 

s 

Il  suit  de  là^  que  si  a,  b,  c  sont  trois  valeurs  de  x, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  on  aura 

/Xdx  =/xd«  -h/Xdx; 
puisque 

f(c)-f(a)  =f(A)-f(a)  +  f(c)_fCi); 

c'est-à-dire  qu'en  prenant  la  somme  des  intégrales 
définies  correspondantes  aux  intervalles  consécutifs 
b^-'Oy  c^-'bf  on  forme  celle  qui  rvpond  à  la  somme 
c— rt  de  ces  intervalles.  Il  est  important  de  se  fami- 
liariser avec  ces  expressions  qui  reviennent  souvent,  et 
que  les  considérations  que  je  Tais  exposer  rendront  en- 
core plus  significatives. 

23o.  Le  théorème  de  Taylor,  donnant 

dy  h   ^    d»y  /i'     .   dV     h^       . 

y  =  ^+/  -+ r-^ hTl 5  + etc., 

^        djf  I        dj:*i.2       dx' 1.2.3  ' 

lorsque  x  devient  x  -^  h  ^ 
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-  n  parties  «galet  km^^i  qinç.let  cfiiântité»  ji^  jf,  A*,  etc.  > 

ae  çbaïkgent respectivement  en  ^1  »  -^it  •^'i>  c^>  ^n» 
^A9,i4'a9  ^tc.,  lorsqu'on  y  met  a  +  A>a*f-^*>  c^» 
au  lieu  de  a;  on  aura,  entre  a  et  a-H''» 

^  +  etc. , 

I  1.2      '     1.2.3 

entre  a-f-ct  et  a-f-2«, 

I  I»2  1.2.3 

entre  a  -{-  ^^  et  a  +  3a , 

I  1.2  1.2.3 

etc.; 
et  la  somme  de  toutes  ces  séries,  dont  le  nombre  est  n  , 

composera  la  valeur  totale  de  /  Xâx  ,   qui    sera    par 
conséquent.  ...  (1) 


a. 
I 


/  Xàx 


+ 


I  .2 

^3 


{A  +  ^,    4-  A 4-^n-.  ) 

{A'+   J\^^\ +  A'n^.' 

"T*  -^  «— ij 


I .2.3  ^ 

'.  +  etc. 

23 1.  C'est  ^  passant  de  la  valeur  de  j  correspon- 
dante à  or,  à  la  valeur  de  y'  correspondante  à  x  +  A, 
qu'on  a  construit  la  formule  précédente ,  qui  représente 
la  difTércnce  de  ces  deux  valeurs;  mais  on  peut  aussi 
obtenir  cette  différence  en  rétrogradant  de  *  à  jr— A, 
au  moyen  de  la  formule 

•^'"""'""(Ijr  I  ■^(^•1.2       d?  1.2.3  ■^' 
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282.  Chacune  de  ces  deux  formules  peut  être  appli- 
quée en  particulier;  mais  leur  comparaison  fait  déoon- 
▼rir  les  limites  de  l'approximation  qu'elles  donnent. 

Pour  établir  cette  comparaison ,  il  faut  d'abord  ob* 
server  que  dans  une  série  de  la  forme 
Mm,  +  AV  +  Pm^  +  etc., 

dont  aucun  dès  coefBciens  M^  Nj  P^  etc.,  ne  derient 
infini ,  oii  Ton  peut  supposer  m  aussi  petit  qu'on  Toudra, 
et  rendre  par  conséquent  un  terme  quelconque  supé- 
rieur à  la  somme  dç  tous  ceux  qui  le  suivent  (62), 
l'erreur  que  l'on  commet  alors,  en  se  bornant  à  un  nombre 
limité  des  premiers  termes ,  est  d'un  signe  contraire  à 
celui  du  premier  des  termes  qu'on  néglige,  c'est-à-dire 
que  le  résultat  péchera  par  défaut  si  ce  terme  est  positif, 
et  par  excès  s'il  est  négatif. 

Il  résulte  de  là ,  que  si  les  valeurs  de  la  fonction 
X  vont  c.  croissant  de  *=a  à  xz=b ,  et  qu'on  se  borne 
dans  chaque  formule  aux  termes  multipliés  par  m  seu- 
lement, la  première  formule  sera  en  défaut,  et  la  se- 
conde en  excès;  car  si  la  série 

^y  "\y  -^ u y  etc« j 
est  croissante ,  toutes  les  valeurs  correspondantes 

A     y       A     I    J  A.     A  >  etc.  y 

j  Y 

du  coefficient  différentiel  -r-  seront  positives  (  62  )  i 

d* 

ainsi ,  les  termes  affectés  de  a*-  seront  positifs  dans  la 

première  formule,  et  négatifs  dans  la  seconde  :  on  aura 

donc 

/Xd;r  >  -  (^  +  ^,  +  ^. +  ^.-.1) 

et  <«  (^.  4-  >^»-+-  ^J +  >^«). 

De  plus ,  la  différence  î'  (  >^n  —  -^)  dr.  ces  deux  quan- 
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Il  est  érident  aussi  que  l'ordre  des  limites  defXdx 
serait  iiiTerse,  si  les  râleurs  de  X  allaieoten  décrois- 
sant :  la  première  ligne  de  la  formule  (I)  serait  en 
excès  f  celle  de  la  formule  (II)  en  défaut. 

233.  Les  mêmes  remarques  peuvent  être  étendues 
aux  termes  affectés  des  puissances  de  ce  supérieures 
à  la  première  :  il  en  résulte,  comme  ci-dessus ,  que 
quand  deux  lignes  correspondantes  dans  chaque  for- 
mule ont  des  signes  contraires,  la  somme  de  celles  qui 
les  précèdent  est  en  excès  dans  l'une  des  formules ,  et 
en  défaut  dans  l'autre ,  et  que,  par  conséquent,  si  Pou 
ignore  ,  comme  cela  arrive  presque  toujours,  la  quan- 
tité de  l'erreur^  il  sera  convenable  de  prendre  le  milieu 
entre  les  deux  résultats.  Si  l'on  opère  immédiatement 
sur  les  deux  formules ,  il  viendra (III) 

j       [^.  4-  ^.  -^  ^5.    .+  ^n_,  +  ï(^+^.): 

4-    —    .;(^'— ^'„) 

I  1.2 

I  •  2  .  ^ 
I  .2.0.Z| 

\  +  etc. 

234"  Ce  qu'on  a  vu  dans  n®  282  fournit  encore 
j)Our  les  valeurs  des  intégrales,  des  limites  moins  res- 
serrées qui,   néanmoins,  peuvent  ctre  très  utiles. 

Si  l'on  désigne  par  M  la  plus  grande  valeur  de  X, 
par  m  la  plus  petite,  dans  Tintervalle  de  jf=a  à  x^ssb^ 
qu'ion  subtitue  //i  au  lieu  àe  A ,  A^,  etc. ,  dans  la  pre- 
mière des  expressions  des  limites  de/Xdjr,et  ilf  dans 
la  seconde  ,  on  obtiendra 


h 
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b 

f  XÀx  ^  n^m    et    ^  rmM  , 


ou  >  (^— a)/j»  et  <  (6— a)iïf 

puisque  nss^-'-a  (280). 

Oq  Toit  par  là  qu'il  existe  entre  1»  et  ilf  une  va- 
leur /*  telle  que 

S'il  s'agissait  d'obtenir /^Qdx,  et  qu'on  sût  intégrer 
fQAxy  comme  entre  les  limites  de  « ,  on  aurait 

XÇdx  >  m Qd* ,       -XQd*  <  il/Qd^r , 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  autres  que  m  ou  Af ,  la 
mène  subordination  existerait  entre  les  intégrales ,  et 
il  Tmidrait 

fXqAx  >  m/Çdjr ,      /XÇdjp  <  ilf/Çdjr , 

ou  il  n'j  aurait  plus  qu'à  mettre  pour  fQix,  sa  valeur 
entre  les  limites  x=a  et  x^=b, 

a35.  La  considération  des  courbes  conduit  aussi 
d'une  manière  très  simple  aux  principales  conséquences 
établies  dans  les  articles  préoédens. 

fXdx  exprimant  l'aire  du  segment  d'une  courbe  dont 
Pordonnée  est  X  (65),  si  BCZ,  fig.  4<>i   représente  F10.40. 
cette  courbe,  que   l'origine  des  abscisses  soit  en  A  y 

{^)  La  Taleor  de  x  qai  donne  u¥'=/fC,  étant  intermédiaire 
entre  a  et  &,  peut  m  reprcKoter  par  4i-f>6(&— a),  0  déiignaiil 
•ne  qaandté  comprise  entre  o  et  1 }  et  ai  Ton  ccrit  f  (x)  an  lien  de 
JTy  on  aura 

/*  dxf(»)  =  (t-a)f[<H-»(t-«J]. 

expression  qnc  l'on  r<rncontre  quelquefois. 
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et  que  X=  PMy  l'expression  XAx  sera  aussi  bien  la 
différentielle  des  segmens  BMP  ^  DEMP ,  que  du  seg- 
ment ACMP  qui  commence  à  l'origine;  ainsi ,  Por^ 
donnée  qui  borne  le  segment  de  ce  côté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L'ordonnée  PM  qui  forme  l'autre 
limite  l'est  pareillement  y  tant  qu'on  n'assigne  aucune 
valeur  à  l'abscisse  AP\  mais  lorsqu'on  aura  fixé  les 
abscisses  de  la  première  et  de  la  dernière  ordonnée 9  le 
segment  sera  tout-à*fait  déterminé.   ' 

Si  la  partie  variable  de  l'intégrale  /Xd:r=((dO+C , 
s'évanouit  d'elle-même  au  point  B ,  cette  fonction  ex- 
prime immédiatement  les  aires  BCA,  BED,  BMP\ 
alors  si  l'on  veut  faire  partir  les  segmens  de  l'ordon- 
née ACy  il  faut  retrancber  de  ces  aires,  l'espace  BCAi 
cet  espace  représente  la  constante,  déterminée  pour 
que  la  quantité  f  (*)  -{•  C  s'évanouisse  au  point  A  ;  mais 
en  considérant  à  la  fois  les  deux  limites  d'un  sè- 
ment, il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  constante;  car, 
soit  que  Ton  compte  les  aires  à  partir  du  point  B 
ou  du  point  A,  sur  l'axe  des  abscisses,  le  segment 
DEMP  y  par  exemple ,  s^obtiendra  également  ]>ar  la 
différence  des  segmens  BMP  ^  BED,  ou  par  celle  des 
segmens  ACMP  et  ACED. 

236.  L'inspection  de  la  figure  montre  que  Taire  du 
segment  d'une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d'une  suite  de  rectangles  inscrits 
PR,  P'B!y  P"R\  etc.,  et  celle  d'une  suite  de  rec- 
tangles circonscrits  ^'i^,  P"5',  P'S\  etc.,  les  pre- 
miers construits  sur  la  plus  petite  ordonnée  de  cbacun 
des  trapèzes  curvilignes  PM\  P' M" ,  P^M",  etc. ,  et  les 
•recouds,  sur  la  plus  grande;  on  prou\c,  de  plus,  que 
ces  deux  suites  peuvent  approcher  l'une  de  l'autre  aussi 
près  qu'on  voudra. 


•      a  •    !•■ ' 


•  • 


■     »         • 


>       ■■     ••■ 


Vf  m  ê 


•  t 


•  ■•         t  - 

« '  *  M 

•• L .    /     *    .     ., 


•  •     ••  • 


•       •      •  I 


'    •  V        •/     •    i.  •      ■ 

•  •• 

•    '  •  

•    M  %m  m 

<•-•••«•.. 

'  '  •      ■       •      •    •     ■•  •*.• 

•     ■         ••«.     • 

••• 


I   • 


Mtè     • 

•     •  ••  • 


•  / 


è    9  m     »  jf 


0    ^ 


•  •t    • 


»••••• 


••  .  .  . 

•••       ••• 


•  •• 


•  •■• 


•  •  ••       ( 


'"■*••      -  •         •     .  ... 

*•  •  •  ■  I  .  ,«fi   .  br  • 


■  •     . 


■  f*  ■    t< 


334  TRAiri   ALEMSlfTAIlIX 

peut  être  prise  pour  une  somme  d'élémens»  puisquci 
représentant  l'iire  d'un  segment  de  courbe,  elle  eit  la 
limite  de  la  somme  des  rectangles 

jém,     AgM,     A^j     etc., 

qui  sont  les  accroissemens  des  aires  des  polygones  inscrit 
ot  circonscrit  au  segment.  # 

Dans  la  figure,  o\k  les  ordonnées  vont  toujours  en 
croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur  la 
première  ordonnée  de  chaque  trapèze  curviligne, 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière;  mais  si 
elles  passaient  par  un  maximum^  comme  dans  la 
.  figure  4'  '  ^'  ^'^^  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CJf, 
antérieure  à  ce  maximum  j  et  le  contraire  aurait  lien 
dans  la  partie  postérieure  M"Z  :  alors  la  série  (i), 
d'abord  moindre  que  l'espace  curviligne,  deviendrait 
plus  grande,  et  la  série  (2),  d'alx>rd  plus  grande  que 
cet  espace,  deviendrait  plus  petite, 

287.  On  approcliera  davantage  tle  la  vraie  valeur  du 
segment  de  la  courbe  proposée,  en  prenant,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits,  la  somme  des 
trapc'zes  terminés  par  les  cordes  des  arcs  MM%  M*M*y 
M" M",  etc. 

Ces  trapèzes  ayant  tous  même  hauteur,  J^P', et  cbaque 
ordonnée,  excepté  la  première  et  la  dernière,  étant 
commune  à  doux  tra])ëzes,  leur  somme  sera  préci^- 
ment  égale  à  la  série 

qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (j)  et  (2),  et  qui 
est  la  première  ligne  de  la  formule  (111)  (233)  (*). 


^«a 


{*  )  Ou  p'^urraii .  aux  pnijgonof  rcctiJi};iieb ,  Kubstitocf  nn  po- 
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Cette  difficulté  tient  à  oe  que  y  dans  l'intégration,  le 

facteur  (i — x)*  passe  du  dénominateur  au  numéra- 
teur ;   et  die  aura  lieu  y  en  général  y  lorsque  x  aéra 

F' 
delà  forme et  qu'on  aura  p^q»  Pour  la  le- 

{a—xyi 
ver  y  on  fera  a-*4r=:29y  ce  qui  donnera 

xzzza  —  ssfy  d4f= — ^«'"•■da  et  Xdx= — ^f'a^^^^'ds, 

quantité  qui  ne  deriendra  plus  infinie  quand  «ssa,  ou 
s  1=  o  y  si  la  fonction  Preste  finie  dans  cette  circonstanoe; 
on  calculera  donc  alors  l'intégrale  ff^^^f^àx  y  de- 
puis s  =  o  jusqu'à  «=/",  t"  étant  une  quantité  asaet 
petite ,  et  l'on   aura  ainsi   la    partie  de  la  yaleur  de 

correspondante  h  Tintervalle  compris  entre 

(a—  xy 

xz=za  et    jf  =  a — ^. 


On  peut  encore  obtenir  l'intégrale  / —depuis 


«  =  a  jusqu'à  4:=a — ^,  en  faisant  seulement  . 
parce  que  la  petitesse  de  la  variable  «,  renfermée  entre 
les  limites  très  étroites©  et  ^,  permet  de  simplifier  beau- 
coup le  coenicient  différentiel.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 

— ,  la  différentielle  à  intégrer  après  la  trans- 

formation  indiquée,  serait 

— (a— s)*da — (a*»— 2rt5+s*)d5 


En  réduisant  la  fraction 
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a*— iuMt  +  s* 


en  iérie  ordonnée  suÎTant  les  puissances  de  s  i  et  en 
^arrêtant  an  quarré  de  cette  Tariable,  on  aurait  enfin 

J      ^\/%\       4«      33uiV         a'^      \       ba      i6aV 

Ce  résultat  qui  s'évanouit  lorsque  jb=o^  donnera ,  par  la 
substitution  de  J^  à  is,  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée , 
depuis  x=a  jusqu'à  x=a-— J^.  Le  reste  de  cette  inté* 
grale  pourra  se  calculer  par  le  mojen  de  la  série  du 
«•  a33. 

/ê   'dx 
ne  pouvant  s^obtenir  par 

la  réduction  de  e   'en  série,  que  pour  le  cas  où  x 
serait  très  grand,  je  vais  montrer  comment  Euler  en 
a  calculé  la  valeur  depuis  jrsro  jusqu'à  x  =  i  ,  au 
moyen  delà  formule  du  n^  a33. 
On  peut  d'abord  changer 

dont  la  partie  e   *x  s'évanouit  lorsque  x  =  0  9  et  dc'* 
vient  €r^  quand  jp=  i. 

Il  reste  à  trouTcr  fe  'ix,  pour  laquelle 
»       -ï      dX        -j  1        d»X        -j/i        a\ 

^=*''    57='    ?'    d>-='  V-?> 

Cale,  intégr.  îi2 
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?^=.YcUjmauS=dT^  •  donc  ^=pUx  +  C, 
ce  qui  donne-j^==cbpCdjp+ Çdx.  En  intégrant  une 
seconde  fois,  îl  viendra  -f-  ■=  fAxpLAx  +  C;c  +  O  y 

QX 

d'où  l'on  conclura 

Ay  =  AxfAxpCAx  +  CxAx  +  Cd* , 
et  par  une  troisième  intégration ,  on  aura  enfin 

^  =/d«/îkprd*  +  -  X*  +  Cjr  +  C 

C 
Dans.oette  expression,  on  peut  d'abord  diaager  — 

en  C ,  puisque  la  constante  C  est  arbitraire;  ensuite, 
il  faut  bien  obserirer  que  chaque  signe/doit  être  regarde 
comme  appliqué  à  tous  ceux  qui  le  suivent  :  c'est  pour- 
quoi, en  faisant  abstraction  des  constantes  arbitraires, 
on  indique  encore  plus  simplelhent  les  intégrations  suc- 
cessives, par  la  notation  que  voici. 

Lorsque  X  désigne  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre,  on  a  d*j'=-Xdjf*,  et  en  prenant  l'intégrale  de 
chaque  membre,  on  trouve  ày=pC(\x'^\  puis  en  inté- 
grant encore  une  fois,  il  vient  y  zzzfpCAx^ ■=  f^XAs^. 
On  a  de  même,  quand  X  est  le  coefficient  différentiel 
du  troisième  ordre,  A^y=Xt\x^y  puis  en  intégrant, 

A^y=fXix\  Ay=fjXAx\  y=iTfXAx^=PXA^, 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

a4^.  On  peut  ramener  ces  expressions  à  des  intégrales 
simples,  au  moyen  de  riniégratton  par  parties*,  car, 
en  mettant  P  au  lieu  de  fXsïx  dans  f^XAx^z=zfAxfXAx , 
il  vient 
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fix/Xdx  ^fPi\x  =  Px  ^fxàP  =  xfXdx  ^fXxAx , 

/^Xcl«*  =  xfXAx  —  /X*d*. 

Passant  ensuite  à  pXiïx^  =fdxpXdx',  et  meltaDt 
pour  f*XAx*  la  yaleor  précédente,  on  obtient 

PXdx'^  =fxAxpCdx  —fAxfXxAx  ; 

observant  alors  que 

fxdxfXdx  =  i  «-/Xd*  —  i  fX^dx , 

on  trouve 

pXdx'^z  i  ix^fXix  —  ^fXxdx  +  /Xr«d*) , 
et  continuant  ainsi  on  forme  ce  tableau  : 
fXdx—fXdx, 
pXdx'=     -     [xfXdx-'fXxdx], 


I 


pXAa?=   —  [xi'fXdx—nxfXxdx+fXx^dx], 


1.2 


pXàx*  =  -^^[xYXdx-^Zx^Xxdx+Sxpù^^dx-^fXx'dx] , 

etc. 

Les  coediciens  numériques  de  cet  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a  —  &  ;  et 
tandis  que  l'exposant  de  x  hors  du  signe/diminue  d'une 
unité  à  chaque  terme^en  allant  vers  la  droite,  sonex- 
posant  sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j'ai 
omises  dans  ces  formules ,  en  écritant  fXâx  +  C 
pour  fXdx,  pCxdx+C  pour  fXxdx,  fXx'dx  +  C" 
\K)ar  fXx^dx,  et  ainsi  des  autres;  car  les  constantes 
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C,  C,  C,  etc. ,  étant  affectées  de  dirçraes  puissances 
de  X ,  seront  irréductibles  entre  elles. 

^43.  Les  différentielles  que  j*ai  traitées  jusqu'ici 
sont  prises  en  regardant  ix  comme  constant ,  parce 
que  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qa*un  coef" 
iicient  différentiel.  £n  effet,  lorsqu'on  Hait  varier  en 
àiéme  temps  d/  et  ds,  on  a  (i3i)  d*j'=^d**  +pd*jc-, 
si  donc  on  se  proposait  la  diffcientidle  (7djr*+  Pd*Xj 
il  faudrait  qa'o«i  eût  V^s^p  et  U=zq ,  d'où  il  résulte 

U  =  -y-  y  et  cette  condition  étant  remplie ,  on  n'aurait 

plus  qu'à  intégrer  fFàx,  * 

Cette  condition  ne  serait  pas  nécessaire ,  si  l'on  par- 
ticularisait la  relation  qu'on  suppose  entre  jr  et  /  ;  car 
par  son  moyen  on  chasserait  x,  àx  et  d'à;,  et  l'on  au- 
rait ^y  en  t  et  d^  seuls. 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  quadrature 
des  Courbes  et  à  leur  rectification  y  à  la  qua-- 
drature  des  Surfaces  courbes  et  à  l'emlua- 
tion  des  volumes  quelles  comprennent. 

De  la  quadrature  des   Courbes. 

244*  La  quadrature  des  courbes  se  réduit  à  l'inté- 
gration de  la  différentielle  X<\x^  en  iiouiinant  X  la  fonc- 
tion de  X ,  qui  exprime  l'ordonnée  y  de  la  courbe  pro- 
posée (65);  il  ne  s'agira  donc  ici  fjue  d'appliquer  aux 
courbes  les  plus  connues  les  méthodes  données  précé- 
demment pour  effectuer  cette  intégration. 

Celles  dont  l'équation  est  la  plus  simple ,  sont  les  pa- 
raboles des  divers  ordres,    dans  lesquelles  j'''=:r/)4:"*; 
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on  en  tire  y=p'^x^f  et  par  conséquent 


fXdx  =:  fp^x'^dx  =  —^x  »  +  conêt. 

Toutes  ces  courbes,  comme  on  Yoit^  sont  quarrabUê  ; 
c'est-à-dire  qu'on  a  l'expression  finie  et  algébrique  de 
la  sur/aoe  du  segment  compris  entre  leur  arc,  l'axe  des 
abscisses  et  Tordonnée.  Il  est  facile,  par  l'expression  de 
ce  segment,  de  calculer  celle  de  tout  antre  espace  con- 
tenu entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droites 
formant,  ayee  les  abscisses  et  les  ordonnées >  des  po- 
lygones dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; on  en  yerra  plus  bas  des  exemples  (a52-^255). 

Les  courbes  proposées  passant  par  l'origine  des  abs- 
cisses, puisqu'on  a  en  même  temps  ^  =  o  et  ^  =  o,  si 
Ton  yeut  ayoïr  leur  aire,  à  partir  de  ce  point,  il  faut 

supprimer  la  constante  arbitraire,  parce  que  l'expression 

I 

— -r^x  "    s*anéantit  d'elle-même  quand   on  y  fait 

x:=o.  Pour  ayoir  ensuite  l'aire  BCMPyfig.  43,  comprise  fic.43. 
entre  les  ordonnées  BC  et  PM^  correspondantes  aux 
abscisses  ABz=:ae\.  A  F = x,  il  suffira  de  retrancber  de 

T 


m 


^--«*  ,  qui  exprime  l'aire    ACMP,  la  quantité 


— ^  a  "     égale  à  l'aire  ACB  ,  et  l'on  aura  ainsi 


BCMrz=z.-^^^\   ./^*. 


m^n 
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Quand  l'exposant  n  est  pair,  l'expression  — —^  x  ■ 

est  susceptible  du  double  signe  dbj  et  commç  alors 
les  mêmes  abscisses  ^iP  appartiennent  à  deux  branches, 
ACMei  j4cm,  on  a  deux  segmens,  ACMP  et  jicinP: 
celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives  a  une  valeur 
positive,  et  l'autre  une  valeur  négative. 

Lorsque  tes   exposans  m  et  n  sont  impairs  l'un  et 


l'autre,  la  quantité  x  *  n'a  qu'un  seul  signe  ei  reste 
toujouri  positive,  quel  que  soit  le  signe  de  x\  mats  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  caâ  l'une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  aes  ordoimées 
négatives  en  même  temps  :  il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées 
négatives,  doivent  être  regardées  comme  positives. 

Si  n  seule  est  impaire ,  alors  la  quantité  x  *  devient 
négative  en  même  temps  que  x  \  mais  dans  ce  cas  les 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses,  et  les  ordonnées  de- 
meurent  toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques ,  on  en  conclura  que 
l*aire  d*une  courbe  est  positive  quand  l^ abscisse  et  l'or^ 
donnée  sont  de  même  signe  j  et  négative  lorsque  U 
contraire  a   lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  le  rectangle  ^Z?3/P,  forme  sur  Tabscisse  et 
sur  l'ordonnée  j  car  l'expression 

I      R-f-a  >     M 


m-^n  77»  +  w 


Onuivaut  à  — \ —  xyy  en  vertu  de  l'équation  y'=:p''x'' , 
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Lorsque  ;»=m,  la  parabole  devient  aae  ligae  droite, 

puisqu'on  a  ^=r/>"s}  le  sèment  ACMP  se  change  dans 
le  triangle  AMP ,  dont  la  yalear  est ,  par  la  formule 
ci-dessus  connue^  par  la  Géométrie  élémentaîrei  égale 

En  faisant  n  r=a  et  m  =  1 ,  on  tombe  rar  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire ,  et  Pon  troure  5  xy  pour  la  valeur 
du  sèment  ACMP. 

245*  Je  vais  chercher  maintenant  la  yaleur  du  segment 
des  courbes  représentées  par  l'équation  s"^*  =/i.  Cette 
équation  se  tire  de  y^  =s/ijr"y  en  y  changeant  -f-iis  en 

m 

— ifijona  ^=/>*4p  "  et 


«—a 


/Xdx  =  — ^ — «■    '^conaL 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des 
divers  ordres,  rapportées  à  leurs  asymptote^,  et  sont 
composées  de  plusieurs  branches ,  telles  que  VMV^ 
fig.  44  9  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites.  fig.4{. 
En  comptant  les  segmens  de  Forigine  des  abscisses,  ils 
renferment  l'espace  infini  en  longueur,  compris  entre  la 
partie  CV  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY j  eX, 
dont  l'aire  est  infinie  ou  finie ,  selon  que  m  est  plus 
grande  ou  moindre  que  Ji.  En  effet ,  pour  avoir  l'es- 
pace BCMP ^  pris  depuis  l'abscisse  AB=^a  jusqu'à 
l'abscisse   AP  =  é  ,  il  faut    (  235  )   faire    successi- 

ff 

vement  ar=a  et  xr^b  daus  l'expression  — ^ — x  ■   ,    et 

retrancher  le  premier  résultat   du  second  ;  on  aura 


\ 
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M— M  M— ■• 


donc  B CM P  =  '^^^—\   b''  --a"     ).    Si    mainte- 

nant  on  suppose   a  =  o ,  le  point  B  tombera  sur  le 
point  A,  et  i'espaoe  BCMP  se  changera  en  YAPMV'y 


n—m 


or  la  quantité  a  *    sera  infinie  ou  nulle  >  selon  qu'on 
aura  m  ^  ou  ^  ;»  :  dans  le  premier  cas , 


m — nVo  ' 

et  dans  le  second 

YAPMV=  JîC-i    i'-^"  -  o  )  =  -iî^  h-^. 

En  laissant  a  d'une  grandeur  assignable,  et  faisant 
h   inGnl,  on    aura  alors    l'espace    XBCU y  qui    sera 

infini  si    m  est  moindre   que   n,   et  qui    sera    égal 

f 

î» a  ",  si  771  surpasse  ti.  II  résulte  de  là,  que 

quand  nt  et  n  sont  inégaux ,  des  deux  espaces  asympto- 
tiques,  l'un  est   infini  et  l'autre  fini. 

La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus  ou 
moins  de  rapidité  avec  laquelle  la  courbe  s'approche  de 


son 


/>"  p^ 


asymptote;  et  puisque  y  ="' —  cl  a*  r=^— ,  il  est  fa- 


X'  y'" 

cilc  de  voir  que  quand  m^n,   y   décroît    beaucoup 
plus  vite  que  a-,  que  par  conséquent  la  courbe  s'ap- 
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>  ■ 

proche  beaucoup  plus  rapidement  de   Taxe  des  abs- 
cisses que  de  celui  des  ordonnées ,  tt  vice  versa. 


•  .•    ■ 


£n  mettant  y  au  lieu  de/>fx    "  dans  l'expression 


»< 


«lie  deviendra jr  y.etla  iraleur  de  Taire  YAPMV 

sera  ■     ^  +conêL  II  semblerait  que  le  terme  •- 

n — m  ^  1»—/» 

doit  s'éranonir  lorsqu'on  fait4r=:o;  mais  ce  qui  pré- 
cède prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à  cet 
égard  y  avant  d'avoir  substitué  pour  y  sa  valeur  en  x- 

t 
346.  Quand  n:=Fn,  on  a  xy=zp^,  ou  xy=Pf  en 

changeant p"  enp,  ce  qui  est  indifférent;  la  courbe 
dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire,  et 
équilatère  si  l'angle  des  coordonnées  est  droit.  L'expres- 
sion générale  de  l'aire ,  trouvée  au  n"  précédent ,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie ,  quelle  que  soit  x  y 

et  la  différentielle  de  cette  expression,  étant ,    a 

pour  inti^ale,  /?!« -f- cons/.  Les  espaces  asympto- 
tiques  sont  infinis  l'un  et  Pautre ,  *  car  }x  devient  tel 
par  la  supposition  de  x  =:  o  et  par  celle  de  x  infini. 

Soit  UMF'f'fig.  45,  une  des  branches  de  l'hyper-  fiq.45. 
bote  équilatère  dont  le  demi -axe  transverse  AC^=.a^ 

et  la  puissance  TC'KÂB  =  'AB*=ia^  (TVigr.  i64);  on 
aura/>=  îa*,  et  comptant  les  aires  à  partir  de  Pordon- 
née  BÙf  correspondante  an  sommet  C,  on  obtiendra 
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BCMP=ian.AP—ia*LAB=ii^l.^.  Si  Foa  prend 

AB  poor  PuBÎtéi  il  yieodni,  Ji' came  de  I.i=sso, 
BCMP=hAP.On  ênnkè^mèamBCMfP^=LjtP', 
BCJifP^'=\.AP^,  etc.»  d^  il  waSt  que  ti  les  abe- 
cisses  AP^  AP^^  AP^y  été,,  mmt  en  progremm  ptr 
quotient ,  les  airei  oorrespondantet  BCMP,  BCÈfP^^ 
BCHFP^,  etc.  j  seront  en  progreuion  par  dîffirenoe. 

347*  L'hypeilwle  que  je  viens  de  considérer  étuftt 
équilatère,  n'a  donné  que  des  logarithmes  népériens; 
mais  en  variant  Pangle  des  asymptotes  et  prenant  ton^  * 
jours  AB^zz  I  y  on  peut  obtenir  une  infinité  d'antres 
riG.46.  systèmes  de  logariihmes.  Soit  VMV^  fig.  t^6,  nne 
hyperbole  quelconque  ;  en  menant  les  ordonnées  P  Jf , 
parallèles  à  l'asymptote  AY,  on  prouvera,  par  des 
raisonnemeos  analogues  à  ceux  du  n°  65 ,  que  le  pa- 
rallélogramme PMRP'  est  la  différentielle  de  BCMP. 
Or,  si  l'on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM ^  on  trou- 
vera P'  Q  =PP' .  sin  P'PQ  ^PP" .  sin  XAY,  désignant 
par  «  l'angle  des  asymptotes,  on  aura  P'Q=d«8in«y 
et  par  conséquent  P3fiRiP'=j'tlj:  sin  4».  Si  *'on  met  pour  j 

&a  valeur  -,  il  en  résultera  —  sin  «f  pour  la  différentielle 

X  X 

de  Taire  BCMP\  et  par  conséquent  BCMP=\x=\.AP, 
en  prenant  sin  «^  pour  module  (28). 

Celuides  logarithmes  ordinaires  étant  0,434^945  (3o), 

on  a  sin «=0,434294^9  ^'^^  î^  ^^^^  ^^^  ^^^  asymptotes 
de  Fhj^rbole  dont  les  aires  donnent  les  logarithmes 
ordinaires,  font-entre  elles  un  angle  de  0^,28601. 

248.  G)nsidérée   analytiquement ,  la  quadrature  de 

l'hyperbole  ordinaire  présente  une  singularité  qui  ne 

peut  être  passée  sous    silence;   c'est   que   les  espaces 

no.  45  asymptotiques  y/4pm,  fig,  /\5  ,  correspondans  aux  abs- 
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de  plus 

—  =arc(co8=- j  (36); 

en  mettant  cette  Taleur  et  celle  ie  u,  il  vient 

fdx  l/aar*. — ?  = 

résultat  qui  a^éranouit  quand  x^so. 
Il  facile  de  reconnaître  j  dans  la  partie 


\  (a  — »)  v/2rtx  — *• , 
Paire  du  triangle  PCN,  et  de  voir  que 

4 a* arc f 008  = ],  ou  {AC.^vc  AN^ 

est  celle  du  secteur  ACN. 

Quand  on  y  fait  x  =  2a  y  Tex pression  de  AJNP 
devient  {  a* arc  (cos  =  —  i )  ==  î  aV ,  »"  désignant  la 
demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  ;  et 
elle  appartient  alors  au  demi- cercle  :  on  aura  donc 
pour  le  cercle  entier  aV  =  |a.2a5r,  ainsi  qu'on  le 
prouve  dans  les  Élémens  de  Géométrie.  / 

Le  développement  de /djfV^aao;  —  jr%  trouvé  dans 
le  n**  2o5 ,  donne  des  valeurs  approchées  de  Paire  AN  P. 

Si  Péquation  du  cercle  était  rapportée  au  centre,  on 
obtiendrait  immédiatement 

/dar^/a'  — *»  =  4arï/a'  — **+ia''arc(sin=-\ 

25o.  L'ordonnée  de  Pellipse  étant  -^lax — x*,  le 

a 
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segmentellîptîque  AMP  sera  égal  à  -fàx^^ax  —  jt*  ; 

et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  segment  cir- 
culaire ANPy  on  aura  ANP  :  AMP  ::  a  :  6;  car  il  est 
facile  de  conclure  du  n^  236,  que  quand  deux  différen- 
tielles sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  intégrales  y  si  ces  int^ales  sont  nulles 
en  même  temps. 

D'après  ce  qui  précède ,  l'aire  du  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  d'une  ellipse,  pris  pour  diamètre,  étant  à  Faire 
de  cette  courbe  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 
est  équivalente  au  cercle  décrit  sur  un  rayon  moyen 
proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces  axes.  En 
efiet,  par  le  rapport  ci-dessus ,  l'aire  de  l'ellipse  est 

va*  X  -  ou  icab ,  et  cette  dernière  quantité  représente 

éridemment  l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  ^ ah, 

a5i.  L'hyperbole  rapportée  à  son  axe  transrerse  a 
pour  équation  ^*  =  —  (îiax  +  **) ,  et  donne 


^Q/2  =s= -/dx  1/ aoap + »* . 

Cette  intégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (i83) 
ou  se  déTdopper  en  série  ;  mais  au  lieu  de  m'arrèter  à 
calculer  ces  résultats,  )e  m'occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hyperboliquesi  dont  les  exprès^ 
sions  différentielles  se  présentent  souvent. 

a5a.  Soit  >/^a6 ,  une  ellipse  dofit  le  demi-grand  axe 
ACrsz  a ,  le  demi-petit  axe  ^C=  6-,en  faisant  CP=x 
il  fient 

PMz=zy=-\/c^  —  x^. 
Cale,  intégr»  2 3 


•^4  *  ^Etturi  iiinaiTAitt 

«-«•l  ènd4P}t  que  le.  lectenr.    .. 

JCM=CMP  +  AMP, 


'     * 


■  ■ 

'ta  dernifae  de  ces  difirentietlei  est  affisotée  da  aigiie— ^ 
paroe  que  Taire  AMP  décroit  lorsque  k  augmente  ;  et 
elles  donnent 


2  a   ^/^•_jpa 


a 


Sx  Ton  fait  ^  =  i ,  le  secteur  elliptique  ACM »daaaï' 

géra  dans  le  secteur  ACN^  appartenant  au  cercle  AEae 
décrit  sur  le  igtàMà,!œAa  cokame  diamètre;  on  aura 
donc 


mais T — •=  étant  la  différentielle  de  Vire  -rfA^ 

•  *     — 

il  en  résulte  /  ainsi -c^ue  de  la  Géométrie  élémentaire  y 
et  puisque  les  secteurs  ACN  et  ACM  oni  leur  origine 
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ment  le  oalcnl  intégral  iTappIiqne  Ji  la  qnadrituiré  Jâl 
ooarbet;  oqMeadant  je  ne  pais  quitter  ce  m  jet  mkÉà 
donner  qndqnes-nns  des  réraltâtaintérenantmmqadb 
lei  Géomktreft  sont  panFenot ,  jiar^apport  mnx  oo«ribei 
tranaoendantes. 

Dans  k  Lo|pvltlumqiie,  dont  Péqnstion  est  j  as  bp 
on  m  fyès^àJt»i±aJlx'^x+con$t  (267).  Le  partie 
tarialile  de  oatte  expression  derient  unÛe  lorsque  spsao; 

car  en&isant  jrss— ,dle  prend  la  forme  ^-^ — — *— • 

m'        '^  m    .se* 

sons  laquelle  àk  est  nnlle  qnand  m  est  infinie  (gg)  : 
il  est   donc  inutile,'  d'ajptès  ceta,   d'y  ajouter  une 
oonstsntei  lorsqu'on  TCutaToir  les  segmens  k  partir  de 
♦10. 48.  point  jtjfig.  48. 

En  y  faisant  «= AJS  =  i  ,  elle  donne  l'expression  de 
l'espace  asymptotique  cAEx,  qui  est  fini  et  égal  à  —  i. 
•Si  l'on  prend  les  ordonnées  à  la  place  des  abscisses, 
on  aura  fxày  =:  fdx  =z  x  ,  pour  l'espace  cOMxf 
appuyé  sur  l'axe  des  ordonnées  AC,  et  dont  l'expres- 
sion est  algébrique;  je  n'y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante, parce  qu'elle  s^évanouit  en  même  tempsqnes. 
L'espace  cAExj  qui  répond  ^  x=^E=azi,  a,  par  celte 
formule ,  la  même  yaleur^que  par  la  précédepte  »  abs^ 
traction  faite  du  signe. 

J'ai  supposé  le  module  ^1  à  l'unité  ;  s'il  était  dé^ 
signé  par  M ,  on  aurait 

fix\xz=x]x—f3fàx=xlx—Mx  et  fxdy^ttx. 

a56.  En  discutant  la  courbe  dont  l'équation  est 


a' 


vi. 


on  trouvera    sans  peine  la  forme  indiquée  d^ns   la 
P10.49.  figure  49* 'L'axe  CC  des  i^  est  asymptote  des 
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pemeot  de  /  éUntallernatiTemenldesi^eiCoo-    • 

.  traites,  il  sepentque  la  diDerencecnlrcIa  [tarlie  positive 
et  la  partie  négative  demeure  iinie,  quoique  chacuaâ  de 
ces  parties  soit  innnÎR  ;  el  c'est  te  qui  arrive  en  effet, 
oomme  l'a  pi'ouvé  Maschrroui ,  en  tlélertnînaDt  la  cooï- 
t«nlG  arbitraire,  de  manière  que  l'intégrale  s'évanouiue 
lorsqu'on  y  suppose  x  iofini  ;  en  sorte  que  l'espace 
atymptolique  B'f^M'K',  compris  entre  lea  limites 
>^ — n  et  j^ — infjni,  est  d'une  grandeur  finie  f*). 

La  transformée  /  — (2iii).ohlenueenfai*antu'=!e, 


«/t;'"«' 


présente  les  méniescirconstiinces  à  cause  du  ternie  lU 
qui  commence  son  déyeloppement ,  et  qui  devient  iro*-  \ 
ghtnirc  quÉiif  &  est  né^tïf. 

aS^.  Ij'équatîon  de  la  cyclpïde  étant 

■"- ^-.(..4), 


\^My~-y* 


r^^h 


expression  qa*îl  serait  facile  d'intégrer  par  les  «m  d^. 
cercle,  au  moyen  de  la  formule  du  n°  19^;  mais  00. 
peut  arriver  à  un  résiaitat  plus  simple  en  prenant  la 
Q.So.  différentielle  du  sciaient  ACi^Myfig.  5o,  dont  Vot-, 
donné»  qM^AC—PM^xM  —  y. 
Posant,  eijf  conséquence,  la  — ^  =  1,  onaitfa 
à.ACQM  =  »Ax, 
et  Pon  obtiendra 

(*}  Foyat  le  Tnild  in-4',  t.  Ul ,  p.  5i3. 
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Dbua  la  spirale  d'Archimède  (i  17),  n  = 


I 


/' 


donne  jICMB^^,  c'est-à-dire  le  lier*  du  cercle  Olf, 

puisqu'il  s'agit  d'unités  quarrées,  et  que  l'aire  de  ce 
cercle  est  fr(i)'. 

Dans  la  seconde réTolulion  ,1e  rayon  vecleur  jfN  ee- 
passesur  l'aire  tracée  dans  la  première,  et  ainsi  de  suite 
à  chaque  révolu tion  ,  en  sorte  que  ces  aîrcss'ajoutentles 
unes  aux  autres,  et  que  pour  donner  seulement  celle  qai 
est  terminée  par  la  m'  révolution,  l'int^raie 

— ,  doit  être  prise  entre  les  limites  fc=(m— ija»- 

et    t=m.Ac. 

Pour  la   spirale  d'Archimfede ,  on  trouve  ùjm. . . . 

3 
Si  l'on  calcule  l'aire  terminée  par  la  rérolatïm  ni- 
vante,  (^e»t-ii-dire la  (»»+'  •)'»  «t  qu'on  en  retmifdM.. 
celle  qui  la  précède,  on  aura  pour  l'espace  oomprU. 
entre  deux  rérolutioni,  on  spir*», 

(M  +  0'-aw'  +  (M-iy 

_ w=^imw, 

ce  qui  revient  à  3w  quand  m  ^  1 ,  et  montre  que  f  Of 
pace  comprit  entre  la  m'  et  la  (m-fi)'  spires,  est  ^b 
it  m  fois  ceittî  qui  est  renfermé  entre  la  premièxe  Al% 
seconde ,  ainsi  qœ.  l'a  trouvé  ArcbimMe. 
Danslaspirale  hyperbolique,  où  R=:—i,  on  a 

•«M*  a'    , 

—        -  +  const. , 
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briqw  /brt^ue  f  ttpMmt  mn  ^9  mm  dgil  i  bonite  oo 
s'y  troa^era  oontena  on  nombre  «stot  de  foi»  (19s}* 
Soit  d'abord  ai»  — assi,  ilcn  résnltera  »=29  et 

la  conrfto  jpifO|Kiféo  sera  donnée  par  Véquaition  ysxpm*  9. 
on  y^^p^^f  et  sera  par  conséqnentk  mène  qoe  là  pa> 
tabol»  dattroiaièsne  degré  qni  eafck  défeloppée  de  la 
parabole  ordinaire  (81).  &  l'oa.coaipte  l^.arct  h  partir, 
da  point  oi  «^sbi  on  anra 

En  faisant  =  L  i  désiimant  un  nombre  entier, 

on  trouvera  »=:  — r-,  et  l'équation  j^*^==p^4F***""  ibar* 

nîra  une  infinité  de  paraboles  rectifiables  :  à  l'égard  des 
autres,  on  ne  peut  obtenir  leurs  arcs  que  par  approxi- 
mation. 
Pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  7»=  a,  on. 

a  /djf(i+4A>V)'  7  par  la  formule  {B)  du  n**  igS,  on 
trouTe 

et  comme 

r-T==^======-i;l(2/Mf+|/l"+^V)4*on,<,  Cl84),. 

il  en  résultera 
M I  +iip'x'y  =s[x{i  +4/»***)"  +  j-l(a;?*4-  »/  i+4/9V)+con«<. 
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déTeloppement  très  conTergent  lorsque  ê  est  une  petHie< 
fractioD. 

263.  La  diSërentielle  de  Parc  elliptique  s'exprime 
d'une  manière  très  simple ,  au  moyen  de  l'arc  qui  lui 
correspond  dans  le  oercfo  décrit  sur  le  grand  ax£  commo 

yiG.47.  diamètre.  So\iJEN=^,fig,  4?  »  on  aura 

.  CP  =  «  =  sin^,       i  . =  d^  , 

yi — X* 

et  par  conséquent 

A.BM=  d^v/i  — ^•sin^V 

264.  L'équation  de  l'hyperbole  étant 


on  a  —  -— pour  la  ditFerentielle  de  son  - 

arc;  en  faisant  a  =  i ,  a*  +  6*=  i  +  6*  :=«*,  cet  arc  se 

et  peut)  dans  le 

cas  où  e  est  très  près  de  l'unité ,  se  développer  en  série 
par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n°  206. 

265.  Il  me  reste  à  parlei*  des  courbes  transcendantes. 
L'équation  de  la  cycloïde  étant 

i!ix  =  —ÉLs=  (ii4), 

on  en  tire 

y/za—'y 


V/(l*"  +  d^*  ~ 
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Dnm  In  spirale  logariLltmique  ob  a  t  =  lu,  ce  qui 

\/.i'(U'  +  <!»'  =  duV^â  ; 
l'arc  de  celle  courbe  a    ilonc  pour  eipreuion ...... 

wV^a +  «""'■»<'"  (eulcment  «V'a,  en  partant  do  l'ori- 
gine des  ravons  vecteurs^  et  l'on  voit  que  quoiqu'il  «e 
truuve  ,  entre  cette  origine  cl  itn  point  qucicouque de  la 
courbe,  une  infinité  de  révolutions,  elles  ne  composent 
cependant  qu'une  longueur  finip,  é^ale  a  la  dingonule 
du  quaiT<ï  Tait  sur  le  rayon  vecteur. 

De.  la,  «itbature  des  corps  terminés  petr  lies 
surfaces  tourfjos ,  de  la  quatlrature  de  leurs 
aires  ,  rt  do  l'intégration  des  différentielle.^ 
partielles.  I  .,\, .,, 

267.  Les  «urfaoes  courbes  que  Jet  OioaÀtx^r.^ 
considérées  les  premiiree,  sont  celles  de  iréioUitÛN),, 
parce  que  les  différentielle*  de  leurs  aires  et  des  «o- 
lûmes  quelles  Qwnçfepneat ,  «nt  une  expoemon  |Jiis 
simple  que  leurs  anali^ues  dans  les  surfaces  oouite 
ma  géirinl;  i.rl 

Sait  M  le  Tolome  dn  corpi  ei^endrc  p: 
>  ^^J/i^i^/Sg^  Sa,  d'une  conrbe  qoekKinque  JZ,\ 
■ntwarde  l'axe  utB  pris  dam  son  plan;  il  8 
que  ce  Tolnme,  terminé  parle  plan iurc<il*i»déon|tpil' 
l'ordonnée  MP,  est  une  fonction  de  l'abscisse  APj;jix. 
Si  l'on  prend  une  autre  abscisse  AP\  que  l'oa^inb&e 
BOC  «coude  ordonnée  AfP'  tA  les  droites  ^R  «tdSîSfj 
parallèles  à  PP",  on  tctt*  qve  i)e  Wume  a  «'•Mnk 
de  celui  que  décrit  le  (rapè7.e  corviligne  PMM'P ,  en 
tournant  autour  de    PP',  -et   que^ce  dernier  corps. 
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0»  y,rt^-iV^i+g(6ft.*»Bli 
^aBfili  J  Jaf *li»  aéerito  fu  Tut  JM,m  ^»  - 

et  pu  ul■liéi^—^  9iv^V^d«'+49-«tU  dMMiiiMM 

dtMttodM.  K.:iv: 

Ob  parvint  mp  h  (ilTnp  à  cette  expression  ,  ainsi  . 
fifàfldUdsBffréoUmt,  en  regardant  la  courbe^3/Z 
tamma  VM  polygonp  ;  en-  alors  l'élûment  du  volume  ' 
«Il  k  or&Jn  décrit  p>r  le   recUngle  MP",  celai  de  ' 
fûn  wt  k  tnwe  da  cAOc  décrit  par  le  cdié  MM'. 

^69.  PinniUraî  peu  mr  la  applications ,  qui  n'ont 
par  eUes-m^met  ancune  difficulté.  Si  Pou  pnnd  Técp^- 

tioni  l'eUîpaCij^^— (aa* — *'),  on  uvurar»  qas  le 

Tolume  d'un  segment  du  corpi  qu'elle  eagmdro,  (■ 
tonmant  antonr  d«  l'axe  désigné  per  ui ,  est  ttf  ri- 
mé par 

;^y(«»-^)<b=^»;^-^) +<»-'.  (»67), 
et  l'intégrale  étant  prise  depuis  «=  o  jusqu'à  àsmm, 
donne  î-=—  poor  le  corps  entier. 

Quanda^i,  ce  corps  détient  nue  sphère, et  adavr 

Inme  est  ^^ ,  ainsi  qu'qn  le  trouve  par  la  Géométrie 

élémentairBi 
Si  l'ellipae  était  rapportée  à  son  centre,  ou  qu'on  im- 

ployât  l'équation  y*  ^  —(a* — x*) ,  le  segment  serait 
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-S  m  changa  en  AP+Pp ,  oe  sfogmait  Aecrotlra  da  h. 
tnnohePGjrif^ii^^,  étdsk  tnuclie  QXtaOf^mhfk  ' 
H  Poa  fiit  Twicrjfieiil^jda  )(^}.ai6n.4  f  ^€^ 
rk^^mit  *iinaltaiiém»t   JP+Pp,  AQi+QiJtrJ» 
même  tegmanti  «jant  abr^  pour  limitât,  leit'plMf 
pIfNgf  qlFNhf  difiérera   de  ton  état  ffAmj^ftg 
<*les  den  trancl^Bs  déji  énoitoéeai  et  par  l'eapèee  de 
prisme  tronqué  Mfm'JftfnMmlft  qni  ii'ett  antre  qne 
Paccroifienient  de  la  premifcre  trandie»  Uwfqi^oii  j  Ait 
vaim  y  seol  p  00  celai  de  la  aeoonde  quand ,  d^aa  ipelte 
démiiref  on  &i|  tnner  s  aenL 
''SaTou  Kepréàrate  par  m  la  lonction  de  s  et  <àe  j^  ipu 
exprime  le  Tolaniedn  tKigBcmltjtP&iêlirÇêaipil^mlt 
éTtdent  qœ  dans  l'expression  du  changement  total 
de  cette  fonction   {^i) ,  les  termes  o&  «  a  varié  seol 
donneront  l'expression  de  la  première  tranche,  cens 
où  j^  a  varié  seol ,  celle  de  la  deuxième  tranche  f  et 
que  les  autres  appartiendront  au  prisme  tronqué  M'N'^ 
on  aura  donc 

divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  Ai, 
et  passant  aux  limites  relatives  â  l'anéantissement  de 

h  et  de    ir ,  oelle  du  second  membre  sera    ,    ,  .  Or 

éxAy 

le  prisme  tronqué  il/' JY  tend  sans  cesse  vers  le  parallé:^ 

lépipëde  formé  sur  la  base  JifmN*net  PordonÀée  ïïfitp 

et  peut  en  approcher  aussi  près  qu'on  voudra  ;  mais  li ,  en 

prenant  l'un  pour  l'autre  >  puisqu'il  s'agit  de  limites 9. Mi 

substitue  ^tn^  X  Mfri  X  M'My  au  |)risme  IWN,  ipftm 
fasse  Mm'  ou  Pp  =  A,  ifn'  ou  Qqz=zk^  le rapport-^^r- 
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Mnlln  niuM  ium  «csrt^^  ioncrarak  n  ililTIiliirti 
tMtttKOtmtijr,  havi»  ••  iirmiMllI  jél^à 

:   lll'll'lfc^e  :!■;:■:      .       .  C.^j:,.-!..^,,,, 

L'ordre  dM  mUgntioiuflit  mâi|ESieirt(|l^(*|Ëb 

/occupait  d'abord  do  Li  vAHcUe  '*,  op  ji*f^  «« 

d'"     ■      ■ 

1  11    ^  'O^ ^  et  de  là ,  on  aurait  ti|B  successivetaenls:^ 

>OrifjlliA>ti*  fcpricédent  s'écrÎTent comme  tlani^B 
ustffaAyix       et       us=iffaA*iy, 
en  Ikisant  passer  les  deux  différentielles  soiu  le  der- 
nier signe  /,  ce  qui  est  permis,  lorsqu'on  obsene  qoe 
chaque  sif^e  n'est  relatif  qu'à  l'une  dea  variatla  «n 
particulier. 

Poy  éclairdr  et  confirmer  ce  qni  piéoècle.  Mit 

î  =  \VL»  i  iï  viendra 
.  La  première  succession  d'inUgrales  donne 
résultat  dans  lequel  JC  représente  une  fonction  «riii- 

(*)'M.  Cauch;  ■  montre  que  ceci  nVtuil  plni  g^^ralamcM 
Trii,  lonqu'il  •'agnsnit  d'îniegralc*  dcfiniïii  on  en  iioaren  d« 
cxiiiiif^lcs  dans  la  déurmiiMIion  àa  ([ucIqDei-un»  de  ces  in(é|p*lHv 
ï  U  fin  de  CM  onnage. 
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«I  comme  oii  pe«t  oomprendre  le  terme- If  dani  k 

fimetioD  «riKlrairB  Y,  oe  rliqltat,'  qui  m  dtangen  pw 
Ik  en 

cbiiTeiiioreeaivettntpQivarcrtaiigs^J  wna Hm^ 
loppemiHrt» 

97a.  Lonc|iie  l'on  regarde  ffwàxdy  oomme  expri- 
mant le  volume  d'un  corps,  il  faut  aToir  égard  aia 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale^ 
et  qui  tiennent  à  la  nature  des  surfaces  par  letqoelleile 
corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fisrmé 
par  quatre  plans,  parallèles  deux  à  deux  aux  pleas 
coordonnés  CAD  ^  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  jr  =  a,  «  =  </,  et  les 
seconds  aux  abscisses  y^=-hi  yzzz  b\  on  preudra  l'inté- 
grale/kdj?  ,  depuis  «=a  jusqu'à  x=a',  en  j  regaidanl 
d'ailleurs  y  comme  constant;  et  nommante  leréaultai 
obtenu ,  il  restera  à  prendre  l'intégrale  fPAy^  depuis. 
y  •=:}}   jusqu'à   yzszb\ 

I/orsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courbes ,  les  valeurs  extrêmes  de  Fane 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l'autre,  ainsi 
qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant ,  oji  il  s'agit  de 
trouver  le  volume^  d'une  sphère  dont  le  centre  est  en 
A ,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  r. 
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n  eft  à  propos  de  renurqoer  qu^on  peut  olÂnir 
immédiatement  le  tolnme  de  toot  fhémiiplAfè'rapè 
rieur  an  plan  BAC,  en  prenant  la  premihe  intégrale 

depoia  x'ssr^yi^^^^  jusqu'à  jra=+J/f*— j^5  car 
dans  œ  oaa  le^  tuteurs  e^^trèmes  de  s  le  tenûafnft 
départ  et  Vautre  à  la  cireonférenoe  du  ceroie  BFJfC^ 
dont  ACtÊX  le  rajon,  et  Fon  a  la  Taleur  oop^Bb 

de /adxss!^  (y»~y).  Prenant  ennike  naUBiri» -i  I 

dans  toute  l'étendue  de  la  partie  de  l'axe  des^  comprise 
dans  le  cercle  BFEC ,  c'est-à-dire  depuis  l'extr^ilé 
de  son  diamètre,  située  derrière  le  plan  BÀD,  oh 


,1 


jusqu'à  l'autre  extrémité  C,  où  ^=4-r,  on  trouve  -j—  ; 

et  en  doublant  on  a,  comme  ci-dessus  >  -^   pour  la 

sphère  entière. 

273.-  En  considérant  les  difFércntielles  comme  lea 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables,  on  peut 
négliger  la  difTérence  du  prisme  tronqué  AfN,  au 
prisme  complet  ayant  pour  hauteur  M' M,  et  le  r^r- 
der  alors  comme  formé  de  petits  parallélépipèdes  ajant 
pour  base  le  rectaugle  MmWn\  pour  hauteur  ds,  et 
étant  par  conséquent  exprimés  par  cljfdyda.  Pour  obtenir 
la  somme  des  parallélépipèdes  contenus  dans  le  prisme 
entier,,  il  faut  intégrer  cette  expression  par  rapport  à 
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totale  de  l'espace  dierclié,  an  In  «omme  des  tnndiei 
tiont  on  a  déjà  l'esprea^toti  générale,  il  faudra  prendre 
fAyftAx ,  depuis  j'  =  >^F  jusqu'à  y^  v^//,  \alearsquî 
répondent  aux  limites  £*  et  C  du  la  courbe  EfN'(T, 
Am»  le  sens  des  y. 

II  pourrait  arriver  qu*;  le  contour  E'y'ff,  au  lieu 
d'être  une  courbe  continue  ,  fût  l'assemblage  de  pla- 
sieurs  portions  de  courbes  difTéreiites i  l'application  dei 
principes  précédens  à  ce  cas  est  trop  facile  pour  qn'il 
soit  besoin  de  s'y  arrêter. 

a^S.  On  parvient  à  l'expression  générale  de  U  dlf- 

rérCDttelle  de  l'aire  d'une  surface  courbe  ,  en  imaginanl 

.53.  cette  surface  partagée  en  zones,  telles  que  iTG^v.yïg.  53, 

par  de»  plans  parallèles  ii   l'un  de,  plans  coordonnés, 

et  ea  concevuit  i|ue  chacnnc  de  ces  zones  soit  déoto- 

pée  en  portions  qntdningulairea  StinNn ,  par  de>  pI*Bi 

paraliM»  à  un  «ntre  plan  coordonné.   K  l'iiupectïoD 

de  la  figure,  on  Toît  que  l'aire  DGMH,  que  je  repr^ 

senterai  par  « ,    ^accrott  du    quadrilatère  cniriligne 

GJUing,  quand  x  augmente  de  Pp,  et  qne'ce  qtudrt- 

lat^s'acerolt  de  AfmATn,  quand  ^  vient  etunîtei  «vg- 

menter  de  Qq.  Un  rûionnement  semblable  i  edm  du 

-  ,   1-    .     ,  .  .      MmPfn 

n*  370  fera  »o«r  que  U  limite  du  rapport  de  _;_  ■  '  -.^^ 

PpXÇq 

dxdy 

Ponrsparrenir  i  cette  limite,  on  observe  d'abocd 
que  les  quatre  plans 

m' M    tiilfn,     ri  M    et     TVto, 

parallèles  deux  i  deux  aux  plans  des  j»  et  des  >«, 
et  quidétermineotlequadrilat^courbe  MinNn,dittM- 
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minent  aussi >  sur  le  plan  tangent  au  ipolntM  ,fig.S5^  fio.55. 
un  parallélogramme  MKZY  j  sur  lequel  toutes  les 
lignes  tirées  du  point  M  seraient  tangente  aux  diverses 
sections  que  feraient ,  dans  le  quadrilatère  courbe , 
des  plans  menés  par  l'ordonnée  M'Ai,  et  auraient  arec 
les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l'unité  (63)  ;  on  peut  donc  ,  dans  la  limite  cher- 
chée, substituer  au  quadrilatère  courbe  MmNn,  le  pa- 
rallélogramme MXZYf  dont  l'aire  est  à  celle  de  sa 
projection  M^mN'nf  comme  le  rayon  est  au  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  le  plan  tangent  et  celui  des  xy  (^. 
Or,  la  normale  MG  et  l'ordonnée  IWM  étant  respecti- 
Tcment  perpendiculaires  h  ces  plans,  l'angle  qu'ils  com- 
prennent sera  égal  k  GMRf,  et  aura  par  conséquent 
ponr  cosinus, 

l^TT  = -7==============  (i5o), 

ce  qui  donne 

on  a  donc 

s  =  ffâxAy\/TTF+9*y 


oiiil  faut  obserrer  que  dy/âx^i+p^+q*  représente 
l'aire  de  la  zone  FBhf,  fig,  53.  '»g-53. 

276.  Si  l'on  prend  encore  la  sphère  pour  exemple, 
son  équation  «*  +  jk*  +  **  =  '^^  donnera 


s 


=-^,  »/,+p«+y'=^, 


'  (*)  Voyez  poar  celte  propoiition  le  n"  60  du  Complément  des 
Élemens  de  Géométrie,  et  pour  ce  qui  précède ,  IcTraitc  in-4*^• 
t.  Il ,  p.  198,  note. 


'y 

posant  ensuite  r* — y*c^/*,  cette  intégrale  deviendr».^ 


li,  priiedepuU  v  =  o  jusqo'à  ï:=/=v'r* — y*,  tM- 


n  est  ailé  devoir  que,  comme  on  n'a  pris  le  radical 
|//*^  «*—  _)"•  qu'avec  le  signe  + ,  on  n'a  dd  otAmàt 
que  la  portion  d'aire  supérieure  an  plan  des^j'^qoe,  dt 
plus,  les  limites  assignées  à  «  n'embrassent  qu'une  moitié 
de  la  partie  supérieure  de  la  zone  perpendiculairelt  Pue 
des  y,  et  qu'ainsi  la  aone  entière  serait  exfHnméB 
par  arrj' ,  <^esl>4-dire  par  la  cirGonféreoce  d'un  gcud 
cercle,  mnhipliée  par  la  portion  do  diamètre  compris 
entre  les  plans  qm  terminent  cette  lone ,  résultat  con- 
forme à  ce  qu'on  a  tu  dans  la  Géométrie  élémentaire. 
Quant  aux  limitesde^,  il  est  évident  qu'il  faut  prendre 
^r  et  +r,  lorsqu'on  veut  obtenir  l'aire  totale  de  la 
sphère. 

377.  L'application  de  FAnalyse  à  la  Mécanique  con- 
duit souvent  i  des  intégrales  triples  de  la  forme 

ffJf^AxAyAt,  dans  lesquelles  la  fonction  ^peat  rei^ 
fetmer  les  trois  variables  x,  y,  s,  considérées  comme 
indépendantes  les  unes  des  autres ,  en  sorte  que 
chaque    signe  d'intégratton    ne    tombe  que   sur  une 


•  ■•••  h't.  Ml 

iiMV*'    on         ■  «kê   »■•   •••••■•    tC        •■■  ••  ^M>    ••    ••■■«        # 


•  ••M    ••  t 


•  ^«    -    M* 


I  •  •••       ■ ■  • 


•  •••••  •     •••■ 


_      9 


I*      #    •• 


!••••       •  ■  •••  •••'  ••      •»    •  ■  •    •     •       •••       •     •*       Jm      *  • 


«■     >--    •  -    • 


—     a         ^  iàm9    f       •    f 


■  • 


•  !■»•. |M   •■••       M      <MMt'    ««M       ■»   ••»•••••-•     Ai    •      •*      «M 
■■••    ••     é^  ■»«       ••  •■•••      laM**^****     a^ '!•<■'  M«-   •     •••    •     «^    Mi 

?         ti^alM        M*     «-^M-MM»*  ••    •    »• 


<*   ^    •  . 


••« 


.   J  •  r 


4t»              *       «^  •*          •■•              f  *    m              •■           f          •*•••«•           ««Mt         laW«>^«aM 

M>-'l>**     ••*-•  4fl«                        fit  •                 ••••■•^••M      •  ••MM4I    ^*      ••■•.!•■    ••«• 

•    ■  ••                     ■■-  !•■••         ■••■  ■        •    ■■     ■•  •     ■•            .«^        ■■•            •■•••        •••      •        ■* 

^1                       •••••  àtm        •                   M-                   •'        •■•■«        •••                       *•••                     %     m             •• 

«■•••  .    •  *    t        •••«•  '      ■   ■■  •  VI^V 

^•ft    1.       •■•        •■■  ■••     ••••  •«        M«l««**-       «^«v       •■     ■•-••M      WMi     MHfV    4^ 

■  ^b«  ••••    •  ■  ■ 

■■••l(»l  •■•■•t  *•••••  ••    -     • 

**M««^  •       ■••         »  mm  ^a*»  -MU**       évai^»- •■MMlê       #  tM 


• 
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conque  d'iiae  fiNicîioii  de  pliuiean  TarieUet,  à  oette 
fimctioB  eHe^néate.  Eiei^  fbacliiNU  Mitnbem  »!■»■ 
dvitet  uA  n'ont  repport,  oamme  du»  le  n^  «7», 
qn^en  cm  oèi  les  intégrales  sont  priées  entre  «ksliifeitfli 
pour  lesquelles  les  TariaUes  « ,  ;^  et  a  sont  indipin 
dantes  les  ones  des  autres;  mais  le  plus  àMnnnft, 
Vintigral^'rdati^B  à  m  doit  être  prise  depaia4.««. 
s  =r^,  y)  jusqu'à  »«/(««  ^)i  F  nt/itant des^lip», 
tions  données»  rintj|(hJe  rdatÎTe  à  y,  depuis  y^sdPii»y 
jusqi/à  yi^it/t^jf,  et  enfin  I4n^igrak  i^dUtifn 
depuis  s^a  jusqu'à  Mssd. 


>■■  j 


De  tintégratUm  de$ d^^^irmiidlei  tofnfrf.iispi 
tenant  plusieurs  variables  indépendanteSf  *- 

278.  Le^  fonctions  contenant  plusieurs  variable  in* 
ciépendaOleSy  ont  deux  sortes  de  différentielles  |  satoir, 
des  différentielles  partielles  et  des  différentielles  to^ 
taies  (4^);  on  a  déjà  tu  dans  les  n^  271,  277,  oomfnent 
on  pouvait  remonter  d'une  différentielle  partielle  ex.* 
primée  par  les  yariablcs  indépendantes ,  à  la  fonction 
primitive,  et  que  ce  problème  est  toujours  possiblci 
puisqu'il  se  rapporte  immédiatement  à  l'intégration 
d'une  différentielle  à  une  seule  variable.  Il  n'en  est  plus 
de  même  quand  on  prend  au  basard  une  expression 
de  la  forme  AïAx  •)-*  -^d;^,  pour  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  de  trois  variables,  parce  que  l'équation 

■r-j-  =  -p-j-  (4o)  établit,  entre  les  quantités  M  eîN, 

une  relation  sans  laquelle  elles  ne  peuvent  dériver  d'une 
même  fonction  primitive. 
En  effet,  si  l'on  pose 


r«i 


II. 


•     • 


•      t 


.   V 


i     • 


!••••■•• 


• 


•  •■••••     ■t>  •■•'     •■  ■■    ••  ■  •        •       •••••         ■  •  ■••     '    mmW% 

■ 

«  •■       «••••     •  ■■••••  ••■>••  «a..*        ••••••     ■   «ttl      •  110      ••••     • 


•     ■••         •  ••     ••■  •••   ■    a     «•     •••êi-««p    é%^m  #• 


#•    •••     •«     ••«^•■«•••f   «■<•••      •  mènf$w  *«    •  ^«, 


••■PMB  * 


i 


«  • 


••■•^«^••••f 


•  •    ■ ••      •  ■•      •  •••••  ■    ••• 

•  •Ma                 •••     •  ■        •  ■  ••           •      •  •    • 

«••      ««ilMa  ••    >                   ••                  •■     •■ 

■  ■■    •  •     •••-•     ••  •■•    ••-     •'■           A>i' 


•     •• 


'%9'  •>•      •         •••         ■  ^«ttM 


••••■  ••  •■       ••■  •••.••• 

■ 


•  ••w 


•  •few** 


'••^      V      t       •••«••■• 


'•  ■ 


«•■M  •        •       ■•••  * 


I  •  -m 


•    • 


•  •« 


^tm    •m    mm. 


el  en  înt^raot , 

on  IrouTcra  Jonc 

.  =  /-M,+/(A--|)d^, 
telle  e«l  Vintcgrate  de  la   fonction  proposée 
Ce   résultat  fait  voir  que  U    fonction  A' - 
doit   renfermer  que  la    seule    Tariable  y 


-  j-  ne 

sans  cpioi 
lit  pas  vrai,  coinmiB  on  l'a  supposé,  que  Mdx 
et  IVdy  fiusenl  le*  dîffirentieilea  partielles  d'une  tùhat 


fonction  u.  Il  sut^  de  Ik ,  que  la  fonction  /V  - 


contenant  pujt 
quantité,  et  qn 

,  ne  doit  pea  vmrier  par  rapport  l 
aînai 

dJV 
37" 

dV 

-15  = 

"■ 

mais  on  a 

dv 

dv 

d»       „ 

il  Tient  donc 

dV 

àM 

-^- 

dM      „ 

Ç-" 


Cette  condition ,  trouTée  plua  haut ,  est  par  c 

la  senle  nécessaire  pour  assurer  l'intégrabîlité  de  la  dit 

fêrentieUe  MAx^NAy;  et  quand  ellen'eatpM  gwppjliip^ 


!••  ■•*••• 


-•    •«••^^••M  ft      ••       •■■., 


-  ••  mt* 


••      ^  ^         •■   ♦ 


•••       .     •  .1. 


i«     . 


*  t  •        «■  ■  * 


••   *»•     ••••-•• 


•    • 


•    • 


• 


en» 


4^ 


I 


•    m  • 


I 


•  •■« 


•    « 


t^  t*lk .. ,.,!  ,^«4  i«».^i«.    •••««    .^ 


•••• 


*'*        ^-^ 


•    /f 


«  '        f 


•  ■ 


•■"      •    - 


i 


if  - 


•    * 


■4s  •        «i*  >*• 


^     •■  ••  ••• 


•  ••«»• 


a^  rààrgà 


lè^^Mi^: 


ikA  l'on  dédvit 


■       l  .■   .'V-.ii 


diV 


•  -.   .  .  »  jV *•- 


ces  valenn  étant  réduites ,  donnent 

€t  par  oonséqueiiitU:  jfoiiction  proposée  peut  i^i 
immédUiteinent.  Oq  obtient  ct'abord 

mais  l'intégration  par  parties  tlonne 


2*' 


^^   on  trpuTey   en   opérant 
comme  dans  le  n^  198^ 


/; 


'       «l^  •    «    . 


*  •  •  • 


^•Mti  W 


*    •        •■     • 


•      t 


*   ^       •      •••    «• 


■  -« 


•        • 


«*•.«       #      -«taMi».       f      - 


•    •         • 


•    • 


1       »        ■  ■    • 


^^    •  ••■•■•■••••    •••  •..•Mt««  •  ^^^ 


•  ••H..      A« 


-  • 

*■•••■  ■•«••  •••         0 

•  •  •  ■     •••« 


'•^  » 


•       •  •  * 


»••! 


»»    «•!.••   »...         .  „ 


t  ••    •  •  •       •••••     • • 


•  • 


»••«..       ^^^       ^  ...„,,  ^      ..      . 


«      •      «M. 


'•  •      ■     •*  •§• 


•^       •     /  •. 


•••   ■••«       • 


•  '••«•■#■ 


•  <• 


aairiBtiBlh  piij^jjlilStff 8ibI«,  et  HiAM^'flè 

■artiiiltfriHiA  >piiiih.frfifeluiu>.déd«îiM.  Si.fw 
exemple ,  on  •  fliit  à  la  preaiftn,  Ifdv+Aay,  r«nil&- 
eeiien  dayraifié  do.  n*  378^^ «t  q«e  le  rtaÛélMit 

IoimIîoA  "phàMitw  chflrdiéOi  cpi  ao 

àx^     -  >  .  dy'  dx   '    d« 


•  * 


La  do'nftre  de, ces  équations  donne 


df  —     "~âi' 


^ah' 


jiourVti  que  P~-r  h«<»nHenîie  ni  *,  nî  y:  on  doit 

donc  afoir 

.     •    •  f  •        •  •  • 


■i 


..-  •.,  :jp 


d«Ç."J_^         dP    -'dV  .        • 

ce  qat  iwient  &  "  '  "         ,    -.     . 

d£_di^_  ^_^_ 

as        ds  '      dy        ds  '  •■ 

en  interrertisMiit  Tordre  dei  deux  diffiêrentiatiote  indi- 
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quécf  sur  v^ ,  et  mettant  pour  j~  et  -p  leurs  yaleurs  M 

et  N.  Les  deux  conilitloos  que  je  Ytens  de  trouver, 
jointes  à 

dy        dx 

que  suppose  l'intégration  de    la   diffi&reniielle. 

Mdx'{'Ndyy  étant  les  mêmes  que  celles  qui  se  sont 
présentées  au  commencement  de  l'article ,  font  voir  que 
ces  dernières  sont  suffisantes  pour  constater  l'intégra:- 
bilîté  d'une  fonction  différentielle  quelconque  à  trois 
ifariables  ;  et  lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  satis- 
faites,  la  proposée  ne  peut  dériver  d'aucune  fonction 
primitive  renfermant  le  même  nombre  de  variables 
indépendantes. 
En  général  I  il  est  visible  qu'une  différentielle  exacte 


comprenant  n  variables,  doit  présenter diffé- 
rentielles exactes  à  deux  variables ,  ce  qui  fournit 
un  pareil  nombre  d'équations  de  condition;  et  de  là 
on  peut  s'élever  aux  conditions  que  doivent  remplir 
les  différentielles  des  ordres  supérieurs  :  mais  elles  s'of- 
friront presque  d'elles-mêmes,  dans  le  Calcul  des 
variations,  qui  entre  dans  le  plan  de  cet  ouvrage, 
c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici  (*)« 

281 .  Le  procédé  suivi  pour  obtenir,  dans  le  u°  278, 

ieipre:ssion  de  -p,  équivalente  a  -~j ,  conuuitaune 

formule  trcs  utile,  qui  apprend  à  diffcr entier  sous  le 
signe  /,  pur  rapport  k  une  autre  variable  que  celle  à 
laquelle  il  se  ra|)porte. 

(*}  f^oyct  d*aillcurs  le  Traiic  iii^"»  t.  II,  p  a3a. 


'•■  ■  *»  ■     dJf.    . 


>  *. 


(*}  Leibnits ,  à  qat  ce  âiéorèmc  est  dû ,  Tappelaît  éUfereniior 
tio  rf0  eitrrd  in  eutvam ,  parce  que  dana  la  qaestiou  qo^il  ae  pro^ 
poiait  de  r^oodre,  H  paaaait  d^uoe  courbe  à  une  antre  de  même' 
flipàcti  en  faiaant  irarier  noe  consiante. 

On  j  partient  avaai  en  chercbant  immcdiatement  la  dîffinrentîelle 
de  fMàx^  par  rapport  hf\  car  il  est  évident  qne  poar  oblsoiv 
OBtt«  dîffïritntieHe  y  il  fkfnt  fabetîtacr  jr^d^  à  jr^  dans  la  Ibae- 
lioii  fâ^Axf  qoi  devieot  alon 

r(Ar+^djr+etc.  )  d*  ==:/ilfdx+y^^d:rdr4-cte. 

ss/Wdx  +  djr  I  —.-  d*  +  etc. , 

pnîtqne  le  signe  /  n*eit  relatif  qn^à  la  Tariabic  :r{  on  anra  donc 

dy         J   ày       ' 


I.         »•«        •      ' 


»•••        m 


•  «        ■  • 


léparatiba  Mtmit  iMile  à  éléolMc,  où  Pm  «oit  qo^M 
Jfariiant  MT  fy»  on  troimeraît"^— «^laBo;  wwiiMy 
•éptrément  Ifhtignb.  dt  chaqot  .Itaraw  4e  ^^Mb 


WWW r  •!l;™iww^.  j»«f  •«  *»^--,,j . ,«  «04 

MpcrUlllB  CMrrVIMNfli  V0II6OC WBni  OKf  M  MBS  MHMiV 

dans  les  équations  Yix^Xdy=^,XYtis^YX4y=!B^\ 
ctr  la  première  donne 


et  la  feoonde 


*î_52:=s 


En  général ,  ri,  lorsqn'cm  prend  la  râleur  de  ^  daos 

Féqoation  proposée,  on  trouve -^=XKy  il  est  fiicile 
d'en  tirer 


Xàx  —  -^  =  o , 


et  par  conséquent 


fXdx  -f^  w^  C. 
283.  Il  y  a  encore  un  cas  tris  étendu  où   l'on  se- 


••  • 


•te 


«•Ml       tfl*«      i«M»i»-  >•>»—    l«*a«»4«M|**«***      ■••       •     •'       •■•  *   *l     •    •iftfl**-     ■ 

aC»         a    •«••••4a*    >      9         •         «  •.  ••!  «      «•■««   •  •  ■      •  ^  ■«•«     #■• 

•    a»-   •«••■      M>     -*«      ■■  ■     •    •■      ■•«       ■•       ••>      ••»•      •       ••        •     ••  •         ■•    ■  • 

^^««  t^    •     W       •••-•  ••■•  ■••  •  ••• 

^m-  ••      4i>-«^a«    fc     •  •  I    •    •  ■■•'         •■•      ttt    ••••     ■    •••â*-  •••    •••••    Jta 

•  ••M     •«••iM      M*     ■•    iaw   Mm       '  #'  v     ••••  •••    ■    ••••«••    « 

9»^mm      f  ■  ■    *  f««*   ft^^B       ■••       •        ••«■•  •        •••«»       M«       %«*4MB« 

#  V      #     fl      I      s     •■■  ■  ••  itiM-         •  ^^«      •«•    *•  ■   •  ■        •  •  w* 
•••«••        1      ««■•       •«•       M          •   •■•       •        •«        ■•••   •'••m     9*«««HM^«      «^«B* 

teiMAÉH     •     ««^   •  •••      ••••■•      ■!•    <     ••         !•      •••••       A    M**  •■•■       •     V**^ 

fm—m     •>••■•••»«■•■••••     ••     9M-«*-     M«***Ht**MtMti«W    <!••#«     fM»  •  MMIM»* 

*•••••••■!  •   •■    •       •    •       •••4  •••■     Mf- "         t%      %w^mtM  •       ••    •     ••rtM^<    •■         * 

•  •■  •    ■••■    •         I    •  «.>«i    k*- 

«...      «      •«••,•.    !•  «a      ••••H»a    l-«*«        '    a^   ••«^•••i     V  • 


• 


'    •     «if-**         •••     !•••■- •••Niw     W    ••       V     f^f 


#       • 


•     :   .. 


■•  ••  ■  ••     •-•••    ■•    •■•■•  *- •■ 


••-•••'••'        ft*     ■••       yt»  •■ 


••        t  •     <• 


5    . 


••  • 


3^  «iffri  iiâmmwhvum 

tir— igf)dr4-)rd|fs6v     ; 
en  ÎMHÛit  tods  les  immèk  dans  on  AMnkvIfctÉnS 

■■.■..■;■■'.■  t  ■■»■  '^  T  ,  •■  ^1 

pMÉt  le  ilBij[ilîBilr  <a  ohwgfMit  que  • 


J       ■    ■  1-*  ■      - 


I/mté|pra1e  qu!  reste  à  obtenir  dépendra  des  loga- 
ritfames  li  -  ^  i .  des  arcs  de  cerde  si  -  <<  i .  et  Kra 

MA 

algAriqne  ai  -  ss^  i.  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 

relatif  à  ce  dcmîcr  cas  :  / ^r — ;  devient  akm 

J  i  — n«  +  2 

et  Ton  a  par  conséquent  1a-  + 1  (i  —  s)  H =C,oii 

l(4f— j')-f ^=  ^  »  en  remettant  fwur  s  sa  va- 

leur  ^. 

X 

Le  terme peut  être  cbangc  en  un  logarithme , 

en  observant  que^  par  la  définiUon  des  logaritlimea 
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népériens,  une  quantité qudooiiqae  u  est  le  logarithme 
du  nombre  e^  \  et  d'après  cette  remarquej  on  écrira 
l'équation  précédente  sous  la  forme 

jr 

dont  on  déduit  successivement 

»  m 

\.{x^y)t^''y=\c,    et    («  — jr)«^  =  c. 

Il  est  &  propos  de  faire  attention  \  cette  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres ,  parce  qu'on  f  ept- 
ploie  souvent. 

Soit  encore  à  intégrer  l'équation 

En  faisant  y=:,xZf  et  divisant  par  x  tous  ses  termes, 
réunis  dans  un  seul  membre,  on  trouyera 

Ax^i  +«•  —  xAx=sOi 
œ  qui  donnera 

àx  àz       

X       v^7+  «•  "~ 

On  obtiendra  ensuite,  par  l'intégration  de  chaque  terme 
en  particulier, 

Ix— 1(«+ V^7+?)  =  lc,  ou     ^=r=  =  c; 

zJt-V^  +  ^' 

et  remettant  pour  s,  sa  Taleur  -  ,  il  Tiendra 

X 


X* 


en   multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre 


et  par  conséquent 

puisqu'on  peut  changer  en  C  le  produit  arbitraire  Cc^ 
ce  qui  montre  qu'on  aurait  pu  faire  Ic  =  o. 

L'équatîon  dy+ Pyd*=  Qd*,  remarquable  parce 
que  la  Tariable  ^  et  sa  différentielle  ne  ttj  troaTent 
qu'au  premier  degré,  s'appelle  «  à  cause  de  cette  cir- 
constance! équation  linéaire  du  premier  ordre,  déno- 
mination que  faî  cru  dcToir  dianger  dans  celle  inéqua- 
tion du  prtmiêr  degré  et  du  premier  ordre  (^. 

286.  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  du 
Calcul  intégral,  classaient  les  équations  différentielles 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  ceîlcs  qui  n'en 
ont  que  deui: ,  i»t  dont  la  forme  est  par  conséquent 
^i/^s'^d*  =  «tw's-^di* ,  les  Tariablcs  se  séparent  sur-le- 
champ,  puisqu'on  en  tire  ^2'''''Als=:cfzi*'"ffd/^j  maïs  il 
n'en  est  pas  de  même  des  équations  à  trois  termes, 
comprises  dans  la  formule 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  dîti- 
sant  tous  ses  termes  par  ytàzf  y  elle  deviendra 


{*)  Le  mot  linéaire  vst  impropre;  il  ct>l  itlaiif  U  li  Gcomccrie, 
tt  en  l\nppliquant  aux  équations  ,  on  a  eu  en  vue  la  ligne  droite, 
dans  rcqvation  de  laquelle  l'ordonnée  et  fubscisse  ne  <ic  trouvcDt 
qu^au  luemicr  degré  :  00  ne  saurait  donc  icganlcr  comme  linéaires 
«les  équations  telles  que  d^-Hi^darrr  Qdx  ,  qui  appurtiaineotlc 
plus  souvent  h  des  courbes  transcendantes. 
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supposant  ensuite 


s*-/ds  = ^- — ,     i«r-«dtt  =s 


ôx 


on  aura 
d'od 

et,  en  faisant  pour  abr^er, 

h—f  ê—g 

il  en  résultera  l'équation  dy  -j-  &y'djr=sax"dx. 

287.  Le  cas  le  plus  simple ,  après  celui  qui  rentre 
dans  l'équation  du  premier  degré ,  est  celui  où  /i=:2  ;  on 
tàrtibë'alorssurl'éqnation  dj^+^J^«==A«*d«,  traitée 
pour  la  première  fois  par  Riccati,  géomètre  italien 
dent  elle  a  conserré  le  nom. 

Les  variaLles  se  séparent  Immédiatement  dans  cette 
équation  y  quand  m =o;  elle  dertent  djf4-^djf=adjr, 

et  <kmnc 

» 

On  trouve ,  en  intégrant , 

,  =    '_lf  v5±^^  +  c. 

FottT  cherclier  a  readre  la  même  éqnaUgsi  homo- 
gène, on  fait  y  =r:fl^  ;  iMe  se  change  en 
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et  prendra  la  forme  demandée ,  siit —  i=2ibs=m,c« 
qui  donne  lr  =  — i^  et  suppose  qu'on  ait  jit=  — 2; 
il  Tient  alors 

dz       bdx adx 

,  Je  ne  m'arrêterai  point  à  l'intégration  de  cette  der- 
nière éqaation;  mais  je  passerai  à  une  transformation 
plus  générale  ;  celle  qui  râiulte  de  y=j^sf  -f  «fs.  On 
trouve  dans  cette  hypothèse 

dy  =  (p^«?-*  +5r**-*«)d«  +*fd«, 
y*ix  =  iA'x*P  +  ^Ax^^z,  +  x*^s^)dx , 

et  par  conséquent 

x^dz  +  iqx^-"  +  ^bJxP^f  +  bx"iz)zdx 

+  {pAxP-'  +  bA*x'P)dx  =  ax'^dx. 

Celle  équation  se  réduira  elle-raciue  à   trois  termes, 
si  1*011  a  les  suivantes  : 

p — 1=2/7,  pA+bA^=o,    y— I=jt>+y,    7+2&y^=:0. 

La  première  et  la  troisième  s^accordent  à  donner/?  =1 — i  ; 

on  tire  de  la  seconde  et  de  ]a  quatrième  A-^zj-^  ^= — 2 , 

1  z 

valeurs  qui  conduisent  à  j^  =  ^ — | — ^ , 

Ox         X* 

x^^dz  +  bx'^z^dx  =  ax^'dx  , 
do; 


ou 


dz  +  bz*  —^  =:  ax'^-^'dx. 


X 


Ce  moyen  réduira  l'équation  proposée  à  lliomogénéilé, 
si  ;7i=  —  2,  et  il  montre  de  plus  qu'on  pourra  séparer 
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les  Taria]>Ies  si  m  =  —  4>  puisqu'on  aura  dans  ce  cas 
âz  +  ibz^-a)  ^  =  o,  ou  ^^—^+  ^=o. 

dx 

Si  dans  l'équation  d«  +  i«'^^  =  ax*'^d*,  on   fait 

s  =  -; ,   il  Tiendra 

— dy+b—^s=:ay*x^'^dx,  ou  dy+ay'*jc'"'*^d4P=i---, 

posant  ensuite  jp"»****dx  =  — —5  ,  on  trouvera 


x"-^^  =  *',     djc  = 


—  "±^ 


171  +  3 


:r'   »-*-^dx', 


puisi  faisant  pour  abréger 

a      __rf      ..jL^  —  a'  et      7^+4  __.^^ 
m+3         '     ïj»+3  m  +  3  ' 

^on  tombera  sur  Téquation 

dy  +  iy  dx' = cïV'd/, 

semblable  à  la  proposée ,  et  par  conséquent  susceptible 
des  mêmes  transformations  :  la  séparation  des  variables 
y  et  x'  sera  donc  possible  y  après  la  substitution  de 

jr=p;p  +  ^,8i  m  =-4. 

Si  cette  condition  n'avait  pas  lien^  on  ferait  encore 
dans  la  transformée  en  z, 

Cale»  intégr,  a6 


'  ouora  lêmUaUa'  k  U  prtpoaéa,  et  iiueeptibb  d»  k 

En  poortÛTUit  da  oette  nunitev ,  <m  pul^andr^  f 
une  éqnatîoinip>wMa ,  ai  duu  k  «oite  doi  —['"f'" 

„'     '—^     «•—'■'+< 

il  s'eo  troa?aît  un  égal  ^  —4-  En  supposant  succes- 
tivement  quece  soit  m,  m',  m',  m",  etc.,  on  obtient, 
pour  m ,  les  nombres  — {>  ■■— fi  — nf»  ■~"'^»  ***■» 
compris  dans  la  formule 


i  désigant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Celte 
formule  donne  aussi  la  valeur  m^:=o,  remarquée 
dans  le  n"  précédent  :  la  valeur  m  =:  —  2  répond  à 
i  infini  (*). 

(*)  On  •rrife  ilirceleineni  à  ta  forme  f!cnE'ra)c  de  m,  ta  npnor-' 
tant  i  ccue  qaanlil^  les  Tatcnn  de  m',  m',  etc.  ;  car  m  niellant  la 
valenr  do  m'  dan*  celle  de  m',  pnii  le  rûollat  ilani  In  Taleor  de  m". 


""5^7  ■ 


Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tons  ceux  que 
l'on  sait  déduire  des  transformations  précédentes.  Pour 
en  trouTcr  une  nouvelle  série ^  il  suffit  de  commencer 

par  faire  dans  la  proposée  ^  =  -7-;  ce  qui  donnera 


et  posant 


dy  +  «y  •jc"d*  —  bdx  ; 


^«•^»  =  / 


il  en  résultera 

dy  +  ^y 'dy  =  a  V-'d:/, 

Cette  noiÎTelle  équation,  étant  semblable  à  la  propo- 
sée, est  aussi  susceptible  des  mêmes  opérations  j  c'est- 

et  de  là  on  conclut  qae 

Celle  Talcnr  se  vérifie  par  la  relation 


m 


<Tùi  fait  Toir  qoe  la  loi  ayant  lieu  ponr  uo  nombre  quelconque  i , 
aura  lien  pour  le  soÎTant  i-+-  i, 

L*eqnation  proposée  étant  inti'grable  qnand  Tcxposant  de  x  dans 
le  second  membre  est  nul ,  si  Ton  fait  ir(0=:  o,  on  trouvera 


m-      -JL 

21 —  I 


Si  l'on  fait  mCO  =  —  4  »  ^^  obtiendra 


m 


ce  qni  indique  une  transformée  de  plus  qne  dans  le  cas  preccdciu 
et  revient  h  poser  m('+'>  =  o. 


al  eOBttnnanl  C0R1RH!  on  Ta  indiqué  pour  les  premi(j| 
pai'vi  end  fait    k     une    transformée  sêparablfl 
I  de  cens  que  coq 


■î  l«  nombre    m'  ^-tait  quelqu' 


^^^ ,  et  ^  COMiqBQrt,  si  ^ 


■ m_^ M- 


,  etc.,   il  Tient  h 


'  et  donnant  it  i  les  valeurs  i ,  a, 
raite  des  nombres 

—  f.  —I.  — ¥.  — T-  etc. 
Il  luit  donc  de  tout  ce  qui  précède,  que  l'équation  de 
Riccati  est  téparable,  quand  l'exposant  m  est  de  U 

—Ai 
forme  ^--^ ,.  comprenant  o  et  — a- 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exenqtles; 
mais  toutes  ces  équations  particulières  ,  d'une  {orme 
bicarré  le  plus  souvent,  ne  se  rencontrant  jamai*  dans 
les  applications,  n'offrent  aucun  intérêt  :  je  passerai 
donc  à  une  autre  métbode  ,  due  à  Euler. 
Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  inié^ 

grahle  une  équation  différentielle  du  premier 
•  ordre. 

288.  11  fant  se  rappeler  qu'une  équation  différenlielle 
n'est  pal  toujours  le  produit  immédiat  de  l«  dîBifreii- 
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tîalion  d'nne  équation  à  deax  variables ,  maïs  qn'elle 
résulte  en  général  de  l'élimination  d'une  constante 
arbitraire ,  entre  l'équation  primitive  dont  elle  tire  son 
origine ,  et  la  diflérentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (53). 

L'élimination  s'effectue  sar-le-champ,  lorsque  l'équa- 
tion primitiye  est  sous  la  forme  u=:Cy  ii  désignant  une 
fonction  quelconque  de  x  et  de  j^  ;  car,  en  différent 
tiant,  on  a  di^  =  o.  Si  la  fonction  iu  n'a  aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  divisée,  elle  conser- 
vera la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux  variables  « 
et  pourra  par  conséquent  s'int^rer  par  le  procédé  du 
n«  278. 

289.  Lorsque  l'équation  primitive  n'est  pas  sous  la 
forme  z^  =  c,  ou  que  la  différentielle  du=o  renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent ,  l'équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  immédiatement  inlé- 
grable.  Si  l'on  avait >  par  exemple,  i/  =  ^ — ex  =  o,  on 
trouferait  Au  =  ày  —  cdjc  =  o  ,  et  éliminant  c,  il  vien- 
drait xAy — yAx=.Oy  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
condition  d'intégrabilité ,  puisqu'elle  donne 

M  =  -y,  N  =  x,  -j^  =  -ï,  j^=i. 
Mais  si  l'on  dégage  la  constante  c,  on  aura  -=c,  et  en 

X 

diffcrenliant,  — i — j-*?- —  =  0;  sous  cette  forme 


Af=— ^.,     iV  =  i 


àM  I        dA^ 


X*                 X  *      Ay             jc'        i\x  ' 
on  voit  donc  que  l'intégrabilité  de  l'équation 

.vil)' — ^d.v  =  o,  tient  à  la  restitution  du  facteuf  -;,quî  01 


iBxni  Èt.htMS7AiAe 
i'4Tecla  diD'ûreiiU.ttion  et  rélîmiiuAïoB  de  U 
I  arbitraire 

.  EftgfaiMl,  lp«te  éqn^MdiHrantMIt  àdMirv»' 
rii^,  it  dÙ4  ^mUo  W  diSknMfaDn  aff  pMM* 
pM  le  proalv  iegri-,  «t  «uwptilile  de  dmîifinÂè' 
4iSbMÎtHll«  «iMto,  p*  k  majtà^wMhàtmmimA 
rdpond  &  WM  i^HtioB  TrÎBÎtrm.  En  ebr,  MiOTt 

ïéqniioB(^S|rptMleprop(wie  «t  mi  ^qw^tiii*  Vk 
intiiat  U  fNDBhn  d»it  donoer  ponr^,  k'aMiBé 
TalMT  que 

ia',     ,  au  , 

■  ■  E^  +  Ç*»»' 

diKtentidle  immédiate  de  la  seconde  :  il  faat 
qa'oD  ait 


M 

-w 

il. 
ai 

E' 

5 

d'oîi 

du 

du 

et  nommant  s  ces  derniers  que 

ieoi, 

on  en  coocler 

du 

=  Mt, 

^- 

dus 

=  MaJ»  +  W«ly.    - 

On  déterminerait  ainsi  le  facteur  z,  si  l'int^palede 
l'équation  proposée  était  connue,  puisqu'il  suffirait  de 
résoudre  cette  intégrale  par  rapport  à  la  constante  ar- 
biti'aire ,  afin  de  lui  donner  la  forme  u  =  c;  et  comme 
on  Terra  bientôt  que  toutes  les  équations  diSërentielles 
à  deux  Tariables  admettent  nécessairement  une  ïnté> 
grale  complète,  au  moins  sous  la  forme  d'une  séries  il 
t'emuît  qu'il  existe,  au  mcins  sous  celte    fortnctin 


ity  ^x       \dr        d.v/ 


D£   CALCUL  INT^.GRAL.  4^7 

f.iclcur  propre  à  rendre  différentielle  exacte  Tune  quel- 
conque de  ces  équations. 

2go.  Quand  l'intégrale  n'est  pas  connue,  on  n'a  pour 
déterminer  le  facteur  2,   que  la  condition 

d.Mz d.JVs 

à  laquelle  doit  saliâfaire  ^/âdji: -}- iVîsd^  r=  da ,  ooniine 
il  iirérentiellc  exacte  j  et  en  développant  cette  condition , 
uzi  trouve 

,,d«    ,      i\M       ^dz    .      d.v 
cl>;+^d7  =  ^di  +  ^'d.'' 
(k  _     as       /dM      i]N\ 
dy  dx       \  i\j' 

Si  l'on  pouvait,  en  général,  tirer  de  l'équatîon  (;^) 
une  valeur  de  s  ,  l'intégration  des  équations  différen- 
tiolles  quelconques  du  premier  ordre  s'effectuerait 
par  le  procédé  du  n**  2^8;  mais  cette  équation  est 
presque  toujours  plus  difficile  à  traiter  que  la  pro- 
posée, puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme ,  dépen- 
dant de  deux  variables ,  a  deux  coelTiciens  différentiels  , 
rt  qu'elle  est  par  conséquent  de  l'espèce  de  celles  dont 
la  formation  a  été  indiquée  n®  i4û.  Je  ne  saurais^ 
pour  le  moment,  entreprendre  sa  résolution ,  qui , 
comme  ou  le  verra  dans  la  suite,  ramène  au  poiut 
d'où  l'on  est  parti*,  mais  je  vais  montrer  encore  quelques- 
unes  des  propriétés  du  facteur  2. 

Il  est  à  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une  valeur 
d(î  -,  on  en  déduit  une  infinité d'aulres,  en  observant 
que  si  Ton  multiplie  les'  deux  membres  de  l'cquatiou 
s M^x -f-  cA'tly  =  du,  par  uiio  fonction  quelconque  de 
// ,  que  Je  désignerai  par  ç{u) ,  l<:s  deux  membres  du 


h» 


•argot  UGsl  des  diCTérenlielles  exactes;  ainsi 
.VD  AfllMr  propre  k  rendre  intâj^rable   l'équatioa 
Jfd*>^lfd^=o,  le  produit  if(u)  {ouira  de  la  u 

Il  MÙt  de  là ,  que  si  l'un  parvenait  à  ilécouTrîr  deux 
ftHMrS.distincts ,  propres  k  retiJrc  intégrsbic  l'équa- 
tÎDB  diSrcntielle  proposée,  on  aurait  sur-le-cliatnp 
Mn.iliUgralc  ',  car  l'un  de  ces  facteurs  tlLaiit  pris  pour 
M,  FmntK  serait    de   la  forme  sfC")  >  et    en    posant 

^     — c,  on    aurait    f(w)=c,   ce  qui  revient  à.. . 


agi.  n  j  a  dei  caa'bu  le  facteur  >  ne  doit  r 
que  Fane  dea  variables  x  ou  y,  et  alors  il  estaMfeir 
obtenir  l'eipreuion  au'  moyen  de  l'équation  C^).  Sap- 


posante 

Q  euet  oan 

s  celte  equ 

aiion,  -j-: 

-<-§■ 

-©  = 

et  l'on 

en  tirera 

d«  _ 

I  /iM 

-©-■ 

équation  qui  aura 

lien  si  la 

\  quantité 

nK^" 

■t) 

se  réduit  i  une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intégrant,  on  trouvera 


DB   CALCUL   INt£oBàL.  4^ 

]z=:fXâx,     OU     «  =  tf^ 
Celle  formule  s'applique  à  l'équation 

dj  +  Pydx  =  Qdx , 
puisqu'il  vient 

et  par  conséquent  5=:e*'''^"'.  Multipliant  ensuite  l'équa- 
tion  ây  +  Pyàx  —  Qdx  =  6  par  c-' ^°*,  on  trouTe 
^//>clr  j^  +  {Pj^  —  Q)  é/^J^dx  =  o  ;  intégrant  le 
terme  ^-^       dy,  par    rapport  à  y^  on  obtient 

M  =  ^r^  H-A",  -X  étant  une  fonction  de  je,  déter- 
minée par  l'équation 

de  laquelle  on  lire 

et  |>ar  conséquent 

yefP^^-.fe/j^Qdx=C, 
OU,  comme  dans  le  n^  a85, 

Je  ne  m'arrétorai  point  au  cas  oh  le  facteur  z  ne  de- 
vrait renfermer  que  la  rariablc  j'^  on  Toit  aisément 

que  son  expression  serait  alors  s  =  tf-'     •^,  en  faisant 


Y 


__  1   /diV      dM\ 
~M\ix        dj  J' 


^10.  TiiiiiÉ  és.hixsTM«e 

et  qua  Ce  cns  ii'aur.iit  lieu  qu'aaUot  que  1"  serait  Am— 

lonant  indépendant  dv  x. 

aga.  It  ctUtc,  entre  une  fonction  homc^ène  et  let 
.QWilBpitiii  différentiela ,  des  rclatiuiis  paiticulièra  ([ui 
fiiciEtattt  beaucoup  l'intégra  lion. 
%  Si  f^  désigne  une  fonction  homogËnc  de  x ,  y,  irlc. , 
et  ipte  y  substitue  tx,  fj,  etc.,  au  lieu  de  x,  y,  etc., 
elle  prendra  nL-ccsiairemcnt  la  forme  f"/'',  m  i^lanl 
'  la  MMMbe    des    esposanit   des   variables    dant   chaque 

tatllBJ(283).  Supposant  e.usuite  que  t=\-i-g,aa 
twm  il -j- (;)"F  ou  lieu  de  f;  dans  la  même  bvpo- 
tUaa  Mf  y  ,  etc. ,  se  changeront  respect ÎTcment  en 

-''.  -ï+è'*.   y+gy>  "^^-^ 

et  mettant  gx  pour  h,^  pour  i,daiiï  la  foimulcdu 
11°  4'  >  "i*  parriendra  à  celte  équation 

+  etc. 

En  développant  le  second  membre ,  et  comparant  ta-' 
semble  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l'indéterminée  g,  on  aura 


'toly  ■ 


593.  Ah  moyen  de  ces    relations,   le    facteur  x   se 
détermine   assez  fiicilcmcnt  dans  le»  équations  diffé- 


•  •  • 


•      ■  ■  •       • 


•         •  ••         I     ■    • 


•       •  •  •••  ■  •••  ■ 

9  «atl 

■  ■  ••••       ••••        I 

»...      — 


I  ■  •   • 


•  •••• 


•■ 


■       •      • 


■   •  • 


»«    .  .     "y  . 
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on  obtient  (y — c)*  =  |ajr'.  Ce  résultat  est  encore 
rintégrale  de  l'équation  proposée,  à  laquelle  il  con- 
duira immédiatement  p«ir  l'élimination  de  c.  Il  appar- 
tient à  une  espèce  de  paraboles  dont  chacune  des 
équations  irrationnelles  ne  présente  qu'une  branche; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à  des  courbes  diflë- 
rentes,  mais  qui ,  étant  rassemblées  deux  à  deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l'intégrale  rationnelle. 

296.  Ce  qui  précède  faisant  dépendre  l'intégration 
des  équations  oii  les  différentielles  passent  le  premier 
degré,  de  la  résolution  des  équations  algébriques,  pour 
laquelle  on  est  bientôt  arrêté,  voici  quelques  procédés 
qui,  dans  certains  cas,  ])cuvciàt  éluder,  au  moÏDScn  par- 
tie, les  difiicultés  que  présente  la  résolution  de  l'équa- 

cly 
tien  différentielle  proposée,   par  rapport  à  -r^. 

dy 
Quand  cette  équation  ne  contient  avec  -p-,  que  Tune 

dx    ' 

des  deux  variables,  X,  par  (:xeni|>le,  et  qu'il  est  plus 

facile  de  la  résoudre  par  rap[)ort  à  x  que  par  rapport 

au   coefficient  -p,  que  je  représenterai  ^  pour  abréger, 

par/?,  on  en  tire  d'abord  x=Pj  P  désignant  une  fonc- 
tion quelconque  de  p  ;  et  comme  l'équation 

dy 

-—■=/'  donne    i]j'  =  pi\x,    d'où   y=zpx  —  fxdp-j-C, 

vl  «v 

si   ['ou   met  pour  x  sa  valeur  P  ,   il  viendra 

y=2'p—rPi]p+C. 

Alors  l'climinatiou  de.  pj  entre  les  deux  équations 
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x=xP,    y  =  Pp—fPàp  +  C, 

eoodnisant  h  une  équation  primitÎTe  entre  x ,  ^  et  la 
constante  arbitraire  C,  donnera  l'intégrale  denianHée. 

Soit,  par  exemple,  xdx-i-  aêjrssl^dx*  ^ây,oti 

x  +  ap=^b^ i+p^,  en  écrÎTant  p  au  lieu  de  -~; 

cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

x=—ap  +  b\/i+p\    P  =  j-ap  +  b\/7+p^ 
et  par  conséquent 

y=^bp\/T+p^iap^-bfdp\/7+p  +  C. 

297 .  Quand  les  deux  variables  entrent  en  même  temps 
dans  l'équation  proposée,  mais  que  l'une  d'elles,  ^,  pai- 
exemple,  n'y  monte  qu'au  premier  degré,  si  l'on  prend 
«lors  la  valeur  deyenxetp^  on  en  tirera 

ilj^  =:  ndx  +  Sdp , 
dfoh.  il  suit 

pdx=:iRdx  +  Sdp  ou  {R'-p)dx  +  Sdp=o; 

et  ri  l'on  parvenait  k  intégrer  cette  dernière  équation, 
on  aurait,  entre  p,  x  et  une  constante  arbitraire,  une 
relation,  au  moyen  de  laquelle  chassant /?  de  l'équation 
proposée,  on  obtiendrait  une  équation  primitive  qui 
serait  l'intégrsle  cherchée. 

Quand  la  variable  x  ne  a^élève  pas  non  plus  au-delà 
du  premier  degré,  l'équation  proposée,  étant  alors  de 
la  forme 

yj=,Nx  +  P, 

ob  N  et  P  désignent  des  fonctions  de  p ,  conduit  à 
une  différentielle  analogue  à  l'équation  traitée  dans  le 
11*285;  mais,  pour  plus  de  simplicité,  bornons-nous 
Cak,  intêgr,  27 


4«» 

«a  CES  ptrtiodiir 

/     ip\ 

On  a  4rB^+(«4-^^4Pi«ftp«^Mf>?V'v# 

tl  relie  Vk^ÊMoàfs+^SeptBso,  ^  as'  disôte- 

dP 
poteenâenaLfaeteiirs  «4*  jT-bso,  dpcEso.  Le  p». 

nier  n'est ,  au  tond,  qafinie  éqnalûm  primitm  enlie 
«  et  p;  il  n'y  a  lien  à  intëgm  qne  le  eeeond,  qnï 
donne  p^stct  on  Jlysscix  et  jfaawr-fj/;  f  eeniine 
tantes  c  et  </  ne  aont  paa  arbitraires  toutes  deox;  eer 
en  faisant  dans  Péqnation  proposée  jpesc»  en  a 
yz=zcx  +  C,  C  étant  ce  qne  devient  P  dans  la  même 
circonstance ,  et  Ton  tire  de  là  c'  =:C  :  l'intégrale  de- 
mandée eat  donc  y=s  c»  +  C,  et  s'obtient  en  changeant 
p  en  c. 

Le  facteur  jr  +  -t— =o  n'est   point  étranger  â  la 

question.  Si  on  le  combine  ayec  l'équation  proposée 
pour  éliminer  p,  on  obtient  entre  x  et  y,  une  éqna* 
tion  primitive  qui  satisfait  aussi  à  cette  propotée;  car 
la  relation  qu'il  établit  entre  x  ei  p  réduit  enœre  à 
pis  la  valeur  de  dy,  déduite  de  l'équation  proposés 
elle-même;  mais  cette  dernière  solution  ne  renlJBr* 
mant  pas  de  nouvelle  constante,  n'est  que  particoUèie. 
Soity  ponr  exemple,  l'équation 

ydx — xdy^n^dx^-^ily* 
qui  se  met  d'abord  sous  la  forme 

Jf=px  +  n\/i+p^l 
en  la  difiérentiant ,  on  trouve 
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petit  nombre  (t'^uitioDs  trts  particulière! j  et  cepen- 
dant toute  i^quntioti  différent  ici  le  à  deux  variablei,  dans 
quelque  ordre  que  ce  soit,  n'exprime  poinl  une  relation 
«bturde,  lorsqu'elle  ne  donne  pas  une  valeur  imagi- 
naire pour  le  coefficient  diflerenliel  de  l'ordre  le  pius 
éleTé.  Cette  proposition ,  déjà  annoncée  dans  le  n"  289, 
■e  prouve  aisément  par  le  tliéorème  de  Tayïoc, 

En  effet,  une  équation  dïITûrenticlIe  quelconque  de 
l'ordre  n,  étant  résolue  par  rapport  au  coefficient  diffé- 
rentiel de  cet  ordre,  en  dunuern  l'expression  par  ceux 
du  ordres  intérieurs,  et  l'on  aura  eu  général 
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(Poli ,  par  dei  différent iationi  ■oooeHÎTei,  oD  tinn  Iw 


d***'     dy*' 
m  vjvA  aoia,  aprii  chaque  différentiatîon,  de  ■ 
pooT  -j" ,  U  Talear  qu'a  fournie  l'équation  p 

'  Par  ce  moyen ,  on  obtiendra  tous  les  c 
-  Cirentieli ,  depui*  l'ordre  n  incluiivement ,  eii  BslUâoft 
-èa»  variaUea  primitiTei  et  des  n —  1  premier»  oaA-  . 
n&e»  difKrentieb. 

Si ,  duis  cet  fonctions,  on  peut  inpposer  r:=  o,  mm 
qu'elles  ce«emt  d'être  réelles  et  finies,'il  faudra «noorc, 
pour  adwrer  de  déterminer  les  coeffioieni  différentiels 
qn'âes  expriment ,  prendre  arbitrairement  les  vatèors 
eotreapondantes  des  quantités 
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propriété,  qui  est  parlicullëre  aux  équations  diiTéren- 
lif  llrs  a  ilcui  Tarinbles,  se  reconnaît  auuî  par  des  con- 
lidératinm  géométriques,  comme  on  le  rerra  plus  I>as. 

399.  On  conclut  austi  Je  ce  qui  précède,  que  l'ex- 
prcMion  ginérule  de  ^  en  *  doit  renfermer  n  constantes 
arbitraires. 

La  quantité  a  qu'introduit  ici  la  varinblc  indépen- 
dante X ,  ne  doit  pas  compter  dans  le  nombre  des  coni- 
lanten  arbitraires  amendes  par  l'intégration,  eomoie 
OH  peut  s'en  assurer  sur  les  intégrales  complètes  des 
équations  du  premier  ordre,  considérées  dans  leur 
forme  f;énérale  !■*(*,  y,  C)  =  o.  On  ne  peat  dans  ce 
C9i  déterminer  la  constante  arbitraire  C,  qu'en  aaiî- 
^anl  en  même  temps  une  valeur  à  jr  aussi  bien  qu'à  y, 
et  si  on  les  représente  par  a  et  i ,  on  aura  l'équation 
T{a,  b,  C)^o,  de  laquelle  on  tirera  la  valear  àm  C 
en  Act  &î^îs  ce  qu'il  faut  bien  observer,  c^ertqoek 
fenCtiôn  de  ces  quantités ,  par  laquellç  on  remplac* 
ainsi  la  coQstanle  arbitraire,  peut  également  être  â>- 
minée  par  la  dîSTéreDtiatîoa  ;  car  ai  Ton  mat  Kntégrale 
proposée  wns  la  forme 

F.C»,  y)  =  C,    a  Vient  C=F,(a,  *j,  ■  . 
«t  entuîte  l'équation  1  - .   - 

;:,  F.i^,y)  =  f:(a,b), 

fbmt  le  Moond  membre  disparait  par  la  diSlÈrentiation. 
.  -  On  détermine  sembl^lement  deux  comtontes  C  #t 
C,,  dana  une  équation  primitive  de  la  forme....'.. 
FC)r,  y,  C,  C,)=ao,lonqae,  pour  nm  valeur  AMmét 

dejitfOnasiignecelleide^etde^i  caren  joignant  k 

FdîpwtMm  ^•deiaai  n  difftrentielle  premiim,  qw  j* 
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représenterai  par 

et  suppotant  qu'à  x=:a  réponde 

on  a  les  deux  équations 

F(a,  i,  C,  e,)=o,     Ft(a,*,c,  C,  C,)=ao, 

an  moyen  desquelles  on  détermine  C  et  C|  en  a^  6|, 
c,  par  des  expressions  qui  se  comportent  dans  les  di^ 
férentiations  et  les  éliminations ^  comme  les  simples 
lettres  C  et  C,. 

3oo.  Ces  considérations  nous  ramènent  à  la  forma- 
tion des  équations  différentielles  par  Pélîraination  des 
constantes,  dont  on  a  déji  vu,  dans  le  n®  54»  un  exemple 
conduisant  jusqu'au  second  ordre. 

En  partant  de  l'équation 

une  première  différentiatton  conduit  h 

yAy='- mxdx    {V) , 

résultat  qui  ne  contient  plus  a  \  puis  une  seconde  dif* 
férentiatlon  suivie  de  l'cllminatlon  de  m^  donne  Tcqua* 
tion  du  second  ordre 

dy         dy*  d*v  ,_. 

qui  ne  renferme  plus  les  constantes  m  et  a* 

Cette  même  équation  peut  encore  s'obtenir  en  com- 
mençant par  éliminer  ns,  entre  l'équation  primitive  et 


udiOëreulielIc  première,  ce  qui  donnera 

puis  (lilTérenliant  celle-ci  pour  éliminer  en  dernier  lieu      ' 
la  constante  a.  EnQn,  si  ta  constante  a  ae  dispariiouit 
pa*d'el!e-ni£me,à  la  premièredifFércDti3tion,OQ  pourrait     I 
cmineor^r  par  ditTérenlier  deux  fois  de  suite  l'é(]Ufttton  , 
(17),  puis  éliminer,  entre  cette  équation  et  ses  dilTéren- 
tieltes  première  et  seconde,  les  constantes  m  et  a. 

Quel  1)1)0  soit  celui  de  ces  trois  procédés  qu'on  ail 
(uivi,  on  arrive  toujours  à  l'équation  (Z);  mais  ce 
(|u*il  r«ut  remarquer,  c'est  que  chacune  des  équations 
(^)  cl  (^),  j  menant  en  particulier  par  la  différcn- 
i  tiationet  l'élimination  d'une  constante,  en  est  uoeloté-  . 
grale.  On  les  appelle,  en  conséquence,  inlè.graUe  prt-  i 
wiiffTSjpOur  les  distinguer  de  l'cqualion  {U) ,  qui  est 
Vintigrai»  tteondt  ou  Vintégrait  primititVj'kimm 
que.(Z)  n'ot  que  dn  second  ordre. 

Ou  voit  par  là  qu'une  équation  différentielle  da  m^ 
«ond  ordre  peut  avoir  deux  intégrales  proBÂlmt,  et 
qu'en  éliminant  de  celles-ci  le  cociEcient  ditHreatiel 
,lr  ^ 

j  - ,  on  obtiendrait,  entre  x,  y  et  deux  conttaotei  ai- 

bitrairei,  une  équation  primitive  qui  devrait  rentrer 
dans  i'éqnation  (17)  :  d'où  ilsuitqu'ilsuffitdeoQunaitM 
les  deat  intégrales  premières,  pour  tronver  Tint^ak 
seconde. 

Ces  rettiarqnes  a'élcodent  aux  équations  de  tosi  Im 
ordres.  Ponr  le  troisième,  par  exemple ,  l'équation  pri- 
mitive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (399)1 
cAr  on  a  les  quatre  équations 

t;=o,  dr=o,  dT=o,  iVU=o;  • 
mifis  si  l'on  élimine  d'abord  deux  des  con^ntes  avbi- 
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réquatioD    {lifTérentielle    proposée.     Suppoaoni ,    ptt 

«sera  pie ,  celle-ci  du  second  ordre  et  mise  sous  U  forma 

on  en  déduira  les  valeurs  des  coefficieni  difiërenliel* 
■  fliei  ordres  plus  élevés ,  et  par  ce  mo^en,  l'équnlioa  (a) , 
I  jdereDsnt 

■Mt  ramenée  au  premier  ordre,  et  est  une  iotégnl» 
rpremière  de  l'équation  (Z)  ,  A  désignant  alors  la  cons- 
tante  arbitraire. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  dans  le  second  msmlwe  â» 

réquâtion  (o)t^  «a  lien  de^j  il  donnera  la  Talasrdo 

^,  coiTcqKHidante  lix=aîeD  désignant  oeUc  Tilenr 
par  ji,,  on  aura 

-'—dï    d?T+d?T:ï    ***• 

d'v     d^v 
«t  remplaçant  encore  j^,   ^,etc.,par  leatanlMn 

tiréet  de  l'éq^pation  (Z) ,  on  obtiendra 

qui  sera  encore  une  antre  int^ale  première  de  PAq«a* 
tion  propMéB.On  lamfomm  paaaUer  pliulom,iiali' 
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qu'il  11*7  a  d'arbitraire  que  les  premières  Taleon  de  y 

et  de  -r— • 
ax 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails, on  voit  que  si  l'équation  proposée  était  de  Tordre 
n^  on  tirerait  de  l'équation  (a)  des  expressions  de 

iy    d]>  d*"'jf 

•^'  d*'  d**' d«^"' 

correspondantes  à  «=o ,  qui  seraient  toutes  arbitraires, 
et  en  y  remplaçant  les  coefficiens  différentiels  de  l'ordre 
n  et  des  ordres  supérieurs  par  leurs  valeurs  tirées  de 
l'équation  proposée,  on  formerait  i»  équations  de  l'ordre 
n  —  I ,  qui  en  seraient  les  int^ales  premières. 

3o2.  Nous  commencerons  l'intégration  des  équations 
différentielles  des  ordres  supérieurs,  par  celles  qui  ne 
renferment  point  les  variables  primitives. 

Dans  le  second  ordre,  ces  équations  ne  contiennent  que 

u  V      f  ■  V  d  V 

-pet  -j^j  et  lorsqu'on  y  iait  pour  abréger  -p=p,ce 
qoi  donne -j^^j^j  ®^'"  conduisent  h  —z=zP^  P 
étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  là  dv  =  -^  $  et 

par  conséquent  x=  / -^+ ^9  mettant  pour  Ax  sa 
valeur  dlsns  l'équation  d^=/)djr,  on  trouve  aussi. . . 
j  =  /  ^jf+  C  :  il  ne  s^agît  plusque  d'éliminer  p  entre 

les  deux  équations  jr  =/  ^  +  Cetj'=  l^^+C» 

pour  avoir  Fintégrale  en  jp  et  y  ^  qui  sera  complète  ; 
car  elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires  (299)* 


I 


^90  tnM-ri  iiAHKfTiian  ^^| 

L'élimrastion  de  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on 
aura  elTnclué  Ipi  int<^;ratiQii*  indiijui^;  luiiis  pni-  le> 
qunilralurci,  on  cOTulruiru   la  courbe  clierclive. 

(ix'  4-  ây*) 
Soit  pour  exemfile  t'équation \'-Ât      -~^'*-  Eo 

.  iDclUat  pilx  [>our  d^,  et  ApAx  pour  d'j',  on  changera 
cette  équatioD  en  y =o,  «'  l'on  en  tirera 

0  +pr  C'  +;>■)'■ 

L'intégralioo  donnera 
élimiaant  p ,  il  Tiendra 

,  <'-c)'+.0— 0'  =  "',      ■ 

réaullBtfacileà  prÛToir,car l'équation  difiërcntiflOeprô- 
potèe  n'étant  anlrs  Aoèo  que  l'expreHÏon  géaéràledB 
raj'on  de  coarbnre ,  égâlfe  i  nneconstante — «(&■)> 
«xprime  la  (n-opriété  Gndamentale  du  cercle.   '        ' 

3o3.  On  ramène  de  même  à  l'intégrationdatiboc- 
tiona  d'une  sente  friable, Tes  équations  d'un  ordirè  quel- 
conque, dana  I(>H|aellei  un  coefficient  différentiel  tot 
exprimé-  par  celui  de  l'ordre  immédiatement  inférieur. 

Sî  l'on  avait,  par  exemple,  -r-^  en  fonctîon'de  'i^  , 

on  ferait  -j-^  =0,  d'oi  il  instillerait -r-^rs 52- et  par 
d**      "  djr       d*       : 

coniéqneDt  l'éqnation  [iroposéa  serait   traïufomaé*  en 
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-r^  =  Q,  Q  représentant  «ne  fbnctîofi  donnée  de  g, 
ax 

On  conclorait  de  celle  dernière  équation 


puis  de  -j^s^,  on  tirerait  successiTement 

l'intégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  l'élirnî* 
nation  de  q  entre  les  deux  équations 

et  il  j  aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  ré- 
sultat. On  étendrait  facilement  ce  procédé  k  un  ordre 
quelconque. 

3o4*  On  réduit  encore  très  aisément  à  l'Int^ation 
des  fonctions  d'une  seule  Tariable ,  les  équations  d'un 
ordre  quelconque,  dans  lesquelles  un  coefficient  dif- 
férentiel est  donné  par  celui  de  l'ordre  inférieur  de 

d^y 
deux  unités.  Si  l'on  arait,  par  exemple,  -j^  en  fonc- 

d*v  d*r 

tion  de  j^ ,  on  représenterait  j^  par  q ,  d'oii  il  sui« 

Trait 

dJjK  __  ig      d^ d^2 

djH^d»*     d»*~dx»' 

et  la  proposée  serait  transformée  en 


^ 


SS-Q*. 


s-*ë- 


on  tarerait  de  là 


;îf»/Çaf +C,  *  J[=  V'a/eUif+iS, 


^    v^a^L^-'c*  *"vi/; 


il 


•^7ÇÇ+? 


mais  de  -j^  ==  ^^  on  déduit  successiTement 


+  Ci 


ydy 


J  r        Çàq 


+  c. 


l'intégrale  aérait  par  conséquent  le  résultat  de  l'éUmi- 
nation  de  g,  entre  les  équations 

dy 


=/l 


|/2/Qdî  +  C 


+  C% 


?ÉSL 


Tl+'">'- 


contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait  de 
même  les  équations  analogues,  dans  les  ordres  plus  élerés* 

d*y 
3o5.  L'équation  -—  s=  Y^  où  K  désigne  une  fonction 

quelconque  de  ^,  est  le  cas  le  plus  simple  de  la  classe 


iM  okum  draiftui»  4^i 

d'éqnaUoas  qoi  nous  occnpe;  il  vient  «Ion 

ig=/Tdj'  +  C,  et  g=  l/a/ydjr+C. 
«Si  Von  applique  ce  procédé  à  l'équation  particalière 

on  aura 

d*^_^     I  dy  d]*y      Jljf 

d*»       y/^*        d*  •  d«  '^  ^/^' 

«n  intégrant  Changeant  C  en  — -;x  i  on  tirerait  de  là 

Va 

&iiant  ensuite  c •4-1/^=1  s,  il  viendrait 
€t  enfin 


»/« 

3o6.  Les  équationa  diffiSrentielles  qui  ne  contiennent 
qu'une  feule  des  TariaUet  primitiTes^  s'abainent  an 
moins  d'un  ordre. 

Cela  est  d'abord  visible  pour  celles  qui  sont  de  la 
forme 


4^  IttAKi  iUKIWTÂIIlB 

•  Ata^Biit  U  Tsrîabl«  indépendaMe  ;  car  irToa  dît 
yawjy,  il  vient 

»■■■'     '(-".3^ ;=p)  =  ". 

4qMiiM-q«î  ofait  ptoc  q»e  AaTèrdre  » —  '«JHf/'IR 
port  aoK  wriabUijrft^QaandMi  ponrft  nraipar 


Soil,  p»r  exemple,  Féqoatîon  t""*'       '  ~ 


X  déugnant  ane  fonction  donnée  de  jc  seul  ;  cette  équa- 
tion K  tranifonne  en 

on 

d* àp 

En  intégrant  il  Tient 

je  repréjeole  /  7  ^  ^  P""  ^>  ^*  ''  "*  ■'étnlte 


ift> 


•   •        ••#        «M*    •  «I 


fM«     «*«      *    ^«  •        •>  M* 


%k«t«  «•^••l*  ••••■       ••     i*^  WMNI    •    ^^      y 


4  « 


/  «9     •      •• 
«•    1.» 


»••«••    « 


•■•       -     ■«    • 


t      fc^l«N«<ta«» 


*       *•  ,•      %'m»m 


ém 


•  • 


^t  /•••       /••!«.•■ 


'^*-   *     • 


•       « 


.         / 


y  ê  '   m  * 


|ii|tt>    •••     ••    ■••       •    ••     •aie» 


l*i«Mi  ««it  f»  i«« 


-^4  rHÀITÉ    AliftHENTAniS 

Il  suffit  >)e  poier  y^  t",  d'oii  i)  résuire 

Ay  =  <"du ,     d'y  =  ï'td'i*  +  a«T , 
dV= '"((!'"+ 3dud'«+d«^).  etc.; 
le  lacteur  <",  devcnaat  alors  commun  à  toua  les  tennes    { 
ïïe  l'équation ,  disparaît,  et  il  ne  reste  plus  que  les  dîf-    j 
/éreiitielles  de  u ,  avec  x  et  dx.  ] 

'  teM  le^  «b^  dtt  MHI^ilftiAU  M.  «tUr» 
^  «t  MB  AiBénntidlm  ne  puMDt  pai  Is  pcmià' dlp% 
3  art  rapgéMDlé  ptsl»  fottpiilw  §é«iinlD  -   • 

l«s  nteors  de  j*  iat  dé  aw  différentielles  la  récurant -i 

d»»4-3dz*d'u+dH»+PCd'M+d«*)d«) 

-î-Qd«d»*+&ir''J~~*'* 
qnï  s'abaisse  an  second  ordre  en  posant  du  :=  tdx,  d'ojt 
il  i-iésnhe 

d'«+(3*+P)drf«  +  C^  +  i>i'+Qi+t?)d*'=o. 

La  forme  de  cette  équation  doBoe  lien  k  itnt  remarque 
importante,  savoir,  que  si  les  quantités  P,  Q  et  U 
étaientconstantes,  on.pourrait  supposer  <  constaut;  car 
en 'faisant  d'<  =  o ,  d<=o,  il  ne  resterait  pour '^iéter- 
miner  t,  que  l'équation 

dont  les  coeSlciens  seraient  des  constantes.  * 

'Dési^amt  done'pat  >ni,  m,,  mj,  les  trois  racine» 
de  cette  équatibn ,  on  pourrait  prendre  snCcêtniK- 
-mmt 


\ 

DE  OAUSCh  VniMLÂMs'  4^ 

et  comme 

du^tdx    donne    i*=/îd*+c,     ^=5e^'"*^*> 
on  aurait  pour  y,  les  trois  valeurs 

qai  reff ienneiit  à 

en  prenant  ponr  constantes  arbitraires  les  quantités 

c^',    «*^%    é^». 

309.  Ce  ne  sont  encore  là  ^ue  des  yalenn  partien- 
liëres  de  la  fonction  j^,  puisqu'elles  ne  renferment  qu'une 
constante  *,  mais  en  les  ajoutant ,  on  forme  l'intégrale 
primitive  complète 

Non-seulement  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  ex- 
pression de  y  satisfait  à  l'équation  différentielle  pro- 
posée ;  mais  on  peut  établir  à  ce  sujet  une  proposition 
générale,  quels  que  soient  les  coeiliciens  P,  Q  et  £/, 
savoir:  que  si  y^  y%^  J's  sont  trois  valeurs  de  y  qui 
satisfassent  chacune  en  particulier  à  cette  équation , 
leuTBomme^i -l-;y»  +  yzj  étant  prise  pour  Pexpression 
Ae  y  i  satisfera  également,  et  que  si  les  fonctions  yx^y%% 
y^  ne  oontoaient  pas  des  constaptes  arbitraires  comme 
ci-dessus ,  on  pourrait  prendre 

y  =  Cxyx  +  C^y^  +  Cs  j's  i 

car  en  différentiant  trois  fiais  cette  -espression,  substi- 
tuant dans  l'équation  proposée ,  les  valeurs  de  y ,  Ay^ 
d*^>  a? y ,  et  rassemblant  tous  les  termes  oh  entre  la 
même  constante,  il  vient 

a8.. 


.     ^36  nuiTÉ  éLiimtTiiM 

+C,id'y.+Pd'y^dx+Qdj,dx'+  Uy^dx^)  [  =  o , 
-i-Ciid^ys+Pd'ysdx+Çdy.d^+Py^dx')) 
résultat  dans  lequel  la  fonction  qui   mulUpIte  chaque 
constante  est  nulle  par  elle-même,  palsqu'on  a   nip- 
posé  que  les  fonclîoni  ^1,  ^.,  yt  MlisfaiMienl  «ëpa- 
réaient  à  l'équation       \ 

dV  +  ^d>d*4-  Qdydx"  +  Uydx''=o. 
On  voit  aisément  que  cette  clémonstration  peut  s'ap- 
pliquer  à  l'équation  d'un  ordre  quelconque 

à»y  4.  Pd'-'yàx  ■+■  Qd'-*ydx* + Uyd^  =  o , 

et  que  par  conséquent  si  l'on  trouve  n  râleurs  par- 

j-i,  y^,  y3,  y., 
qai  y  satisfassent,  on  pourra  poser 

y  =  C>y,  +  C,y^  +  Cys +C^.. 

Cl,  C,,    <^, C.  désignant  des  constantea  arbi- 
traires. 

Il  est  également  visible  que  si  les  coeffiocn*  P, 
Q,....V  sont  constaos,  les  valeurs  de  y  s'obtiendront 
parla  supposition  de  ^=«'"',  m  étant  une  oOtutaote, 
ce  qnî  donne 

d^=3«""»»d*,  «l»j'^«"*n**d**, d"_ysB«""ii»"di^, 

et  rendant  divisible  par  «"dx",  l'équation  propoeée,  la 
réduit  alors  k 

i»»+Pm"-'+  Qm'— +  17=0. 

Si  l'on  représente  par  m,,  m^, m,,  learacntaid* 

celle-ci ,  on  anra 

y,  =^''''*,       *»^  «"*■', V,  — Ti^*"»* 


et  par  conséquent 

y=  Cxê"^*'  +  Ce*"-' +  d^*"-'. 

3io.  Lorsque  parmi  lesTaleurs  de  m^  il  s'en  troaye 
d'imaginaires  9  l'expression  ci-dessas,  qni  ne  cesse  pas 
pour  cela  de  yériGer  l'équation  diSërentielle  proposée  » 
a  besoin  d'être  transformée  en  une  autre,  on  il  n'y  ait 
que  des  quantités  réelles ,  ce  qui  s'efièctue  au  moyen 
des  formules  du  n**  187. 

Si  mi  et  m» 9  par  exemple,  désignent  un  groupe  de 
racines  imaginaires,  elles  seront  de  la  forme 

et  fourniront  dans  l'expression  générale  de  y  une  partie 

mais ,  par  l'article  cité ,  on  a 

■"'  =co8/Bs  +  l/ — I  sin/fiv, 
tf-^  V^-' =  cos  j8*— V^I^  sin /Sx  ; 

ces  Taleurs,  substituées  dans  l'expression  précédente, 
la  changent  en 

et ,  comme  les  constantes  C^  et  C%  disparaissent  de 
l'équation  difFérentielle ,  sans  qu'il  soit  besoin  de  leur 
assigner  aucune  valeur,  on  peut  leur  en  supposer  une 

telle  que  les  quantités  C^-^C^  et  (C,— C»)  l/— ^i  soient 
réelles,  et  faire  en  conséquence 


I 


fSt  TUAIT!    il.ÉMKNr*UIK 

d'o&  il  résultera,  pour  l'iapressiou  cberctiée, 

e"{E,  cos/9.e+  £.  tia  Sx}, 

folcur  entièrement  réelle. 

Oa  (leulcliaugcr  cette  tlerui&redefoniiejeti;  f 

E,  =p  sifiy,     £,  ^=  p  cosy  , 

^  et^  ét«nt  >le  aouvelles  quautlté»  arbitraires^  elled 
viendra 

0**  {  ^  sin  j  008  jfli + /j  cos  7  sin  S«  } 

Ou  traiterait  de  la  même  maniÂre  lesantm  groupt 
d«  termes  imaginaires  que  pourrait  res&nocr  rex|>re*- 
sion  générale  de  y. 

3li.  8i  quelques-unes  des  racines /ni,  m,,  etcd^ 
vienneut  égaltSi  cette  expression  perd  de  la  géoéralité} 
quand,  par  exemple,  m,  ^  nia,  les  deux,  premiers 
termes,  prenant  la  forme 

C,**"''  +  Ce""'  =  (C,  +  C,)«"". 

se  râuniasent  en  un  seul  dont  le  coefficient  C,+Cu  ne 
compte  |du9  que  poar  une  seule  constantekr       .     . 

De?  divers  procédés  qu'on  a  donnés  pour  pano  fc  oit 
incouTéuîeotj  celui  qu'a  proposé  d'Alembert  OM paraît 
enctirb  )e  plus  ingénieux  et  le  plus  simple  :  TOici  en 
quoi  il  consiste  (*). 

Au  lien  de  supposer  que  les  racines  m,  et  Ma  ■aient 
^alea,  on  fait  d'abord 

7n,  =  jn,-fA, 


(*}  f^ofti  d'aiihonhTniUio-i',  lUI,  p.egS. 


^m, 


ce  qui  donne 

en  développant  l'exponentielle  e  (27)  -,  alors  si  l'on 
pose 

C,  +  Ct  =  Egf      CJh  =  jB^ , 
il   Tient 

^m^J^^  +  £:^  +^a~  +  etc.]  i 

or,  C,  et  Ca  étant  arbitraires  >  Ex  et  £«  le  seront 

pareillement ,  et  Pexpression  €,«*"'*  +  C.*"*"*  satis- 
faisant à  l'équation  dUTérentielle  proposée^  indépendam- 
ment d'aucune  valeur  de  d  et  de  C%  (Sog)^  il  en 
sera  de  même  du  déyeloppement  ci-dessus ,  et  des 
constantes  Ey  et  ^«>et  cela^  quelque  petite  que  soit  la 
quantité  i.  Si  donc  on  mppose  A=:o,  l'expression 
ci-dessus  y  réduite  à  < 

et  contenant  deux  constantes  arbitraires  irréductibles , 
satisfera  encore  à  la  proposée^  mais  ce  cas  répond  pré- 
cisément à  Vfhx  "=  ^a* 

De  la,  on  passe  aisément  au  cas  où  mi  =  ii»A=5/ra3; 
car  en  ne  supposant  d'abord  que  l'équation  mi  =  T^ay 
on  aura 

et  faisant  en  conséquence  msess  m,  +  A,  il  viendra 
que  le  développement  de  J^  cbangerà  en 


«• 


et  faÏMitt 

£,  +  C,s=P,,      E,  +  f,t=F.,      iC,ft'  =  P,. 
oa  au»  l'expression 

."■■'(i'.+f^  +  fîJ'  +  Ci^  +  ete), 

latiifaisant  encoi-e  à  l'cqualion  (lifTûrentiiïll^  proposée, 
(juelles  que  soient  les  coostuatcs  /^,,  F,,  F'j,  et  quel- 
que petite  que  aoit  h  :  ea  posant  donc  A  ^  o,  U  en  ré> 
sultera,  pour  le  cas  où  m,=fna=ntj,  l'exprescioa 

qni    remplacera  complètement  la  partie .';.... 

C,e"'*  +  C,»*"''  +  Cï*"*"',  et  ainsi  de  suite.en  quel- 
que nombre  que  soient  les  valeurs  égales  de  m» 

3i3.  L'éqoalioa  diAFéreotielle  proposée  peut  rare- 
ment s'intégrer  lorsque  les  coefficiens  sont  Tsriables; 
le  cas  inÎTant 

+  Q{a+lixy-'i-—yàx* +  Vj'Ax^i~    ' 

oii  P,  Q, 17  désignent  des  con&tantea,  est  ondes 

plus  remarquables.  Si  l'on  f3ita  +  &x  =  f,  d'oAilsnit 

d«  =:  -^ ,  l'équati< 


î-dessus  se  change  en 

2*- 


!■<!>+ ■j.<-'d—j.dl+^<—d-Vii<'-...+j-J^'"=», 
il  laquelle  on  iatûfàit  en  posant  y^^,m  itant  nn 


•  •• 


«•M      • 


4k  •  wfl 


«.•Ht*-. 


k    f 


•m   • 


•         • 


I 
I 


t»M 


>•  •■«• 


«•        •••      #••«       •••       «ia*      •  <i»i»»'iattt>^       •  $  f 


»*       t    ••• 


•  ••*•         •■• 


'      •*       t         ••••*■       •  • 


•m  • 


•*•••••      •••      -  «1-  •••••    •••        winurutn 


«       •    /« 


J^  f4»lt        '«..««^.M» 


•  -      • 


•  •« 


•       »i 


'         •       '^ 


•  «•  '  r  •  •    •«•«#•«  «.«»  «  « 


M> 


rajurè  iLéiUNT*»* 


lompx'tta  fait  a-^-bx^t,  et  dépend  de 
ce  <iui  revieut  à 

aima  90B  intôgrale  est 

m,  et  m.  Étant  les  deux  valeurs  de  m. 
3l4'  L'équation 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  diSërentieTIe 
del'ordrenetdupreniierdegré',  car  celle-ci,  pour  £tre 
générale,  doit  contenir  un  terme  indépendant  44  JS  ^ 
avoir  par  conséquent  la  forme 

i'y+Pd'-'yàx+Qd'-^ydx' . . .  +  Vydx'=Fdx!'  (%) % 
mais  l'int^ation  de  cette  dernière  se  ramène  &eïle- 
ment  k  celle  de  la  première  t  on  l'a  déjà  va  pour  le 
premier  ordre,  dan*  le  ■t"  285;  et  dans  un  ordrf  qifel- 
conque,  il  «Itffit  de  connaître  u^  nombre  n  de  valeur* 
particulières  dt  y,  satUfiiigant  à  f  équation  (i)jpoar 
parvenir  à  ^intégrale  complète  de  l'équation  (a). 

Lagrange,  qui  a  découvert  cet  important  tliéorème , 
l'a  prouvé  en  étendant  à  l'équation  (2] ,  par  la  va- 
riation des  quantités  C, ,  Ci,. , .  .C,,  l'esprettîon  g^ 
nérale  de  y  relative  à  l'équation  (1). 


i 


Pour  fix^sr  les  idées^  je  prends  Vécpntmi  propoiêe  du 

troisiëiiieotdresealeineBt:UiFieDtjcs3aC^-4"^0^'+'^^s> 
expression  dans  laquelle  U  font  déteraner  Ci,  C^et  C3, 

de  maaîëre  qu'elle  satisfasse  à 

dV  +  Pd'j^dx  +  Qd^d:r*  +  l/yd^^»  Fijfi. 

Si  l'oQ  forme  suocessivement  les  valeuA  dedjr,  d*^ 
et  d^^,  en  traitant  Ci,  C^,  C3  comme  yariabktyon 
trouvera  d'abord 

dy=  C,ajr,+C^dy^^Csày3+yxdC,+y^dC^+y3iC^, 

maïs  comme  on  a  Crois  quantités  à  déterminer,  et 
que  la  question  proposée  n'offre  quSine  condition ,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  à  Tolonté,  et  faire  en 
conséquence 

J'.dC,  +  jr^dC,+j^Cs=o, 

ce  qui  donnera 

ày=  Cidy,  +  C^dy^  +  C^dy^, 

comme  si  les  quantités  C, ,  C^  et  C3  n'avaient  pas  varié. 
En  dîfférentiant  cette  valeur,  il  viendra 

d:'y=C,dy^+C^dy^+C3d^y3+dyxdC,+dy^dC^+dy3àC3i 
posant  encore 

iyAC,  +  dy^dC^  +  d^sdCa  =  o , 
il   restera 

d*jr=  C.dV«  +  C.dV«  +  Csd'ya, 
d'où  l'on  tirera 

d^^'  =  C^à'y,  +  C^^y»+  Cid^ys 

+d«jf.dCi+d->dC.+d^3dC,. 

Par  la  substitution  des  valeurs  de  y,  dy,  dy  et  d^, 
r équation  proposée  deviendra 


^4  TRAITA    iuhtrjiTAllIX 

+  C3id'yi+Pdy^x+Qdy3<ix'+Uysdx')Ç  "^■ 
+  dy,dC,+iiy.dC,+d'ysiC3  ) 

œ  qai  se  réduit   à 

dy,dC,  +  d*y,dC.+  d'yjdCi  =  rdn^, 
quand  les  touciiona yi,  y, ,  yj   satisfoat  à  l'équation 

d'y  +  Pd'ydx  +  Çdyd**  +  Uydx'  =  o  s 
il  erUtera  donc  entre  tea  différent ieUes  dC,,  dC^  el 
dCj,    le*  trois  équations 

y,dC,+  y,dC.-f  y3dCs=o, 
d_y,dC,+  dy.dC.+  dyjdC,=o, 
d*y.dC,+d'y.dC.+d'^3dCs=;^d:t', 

d'ob  Ton  tirera  lei  valeurs  de  cbacune  île  «M  'ffiM- 
rentïellet ,  exprimées  en  x  et  en  d^r ,  lorsque  les  fbnc- 
tioDsj', ,  y„  y$  seront  connues.  Les  résolUti  «jant 

dC,  =  X,d*,    dC.  =  J5.d*,    dCj^Xri», 
on  en  déduira 

C,=/X,d*+c, ,  C.=pf,dH-«.,  C,=^d»-Ki, 
et  par  conséquent 

y=5',(/X.dH-c04-y.(/2.dH-c.)+y3C/3ad*+«)), 
sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  ne  connaissait  que  deux  valeurs  particnltërei 
de  y,  la  proposée  ne  pourrait  s'int^^r  qu'avec  b 
secours  d'une  équation  du  second  ordre ,  rédactiblean 
premier.  En  effet,  on  aurait  alors 

y=C^r,  +  C^„     dj-  =  C,dj',+C,dy„    . 


en  fatâant 

maïs  puisqu'on  ne  pourrait  disposer  que  d'une  seule  des 
quantités  C|  et  C^,  il  faudrait  employer  le  développe- 
ment  complet  de  d*y ,  qui  serait 

dy  =  C.àyt  +  C^dy^  +  djr.dC,  +  d^.dC. , 

et  qui  donnerait 

dîy  =  C,d^y,+C^dy^+aiy,dC,  +  ad^.dC. 

+djr.d*C.+djf,d*C., 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci-dessus ,  on  obtiendrait 

djf,d*C,-Hdjr.d*C.+2d>,dC.   +2dy^dC.     I      ^.  • 

+Pdj^,dC.dx+Pdjr.dC,d*J  ""         ' 

équation  de  laquelle  on  chassera  dC.  et  d*C^y  en  tirant 
leurs  yaleurs  de réquation^idCi  +'ytiiC^=^o  et  de  sa 
différentielle;  la  résultante  ne  contenant  que  d'Cj , 
dCi  et  des  fonctions  de  jt,  se  ramènera  au  premier 
ordre  (3o6). 

Enfin  y  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  yaleur  de  y^ 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c'est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  oonTaincre ,  en  mettant  dans  la  proposée , 

C,y^ ,     C.djr,+y  idC, ,     C^dy^+!ldy^dC,+y^d^C, , 
C,d»j^,  +  3d»jr,dC,  +3dj^,d*C+jKid3C., 

au  lieu  de 

jf,     djf,     d*^    et    d?y  : 

Féqnation  formée  par  ces  substitutions  sera  réduite  k 

yA^C^  +  Sdyid^C,     +  Sd'jr.dC, 

+  Pytd*C,4i  +îiPdy.dC,d*i  =  f"d*3. 


l*C,4i+îiPdy.dC,d*[  = 
+  Qy,dCd4P*  j 
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Si  daus  les  calculs  précédent  l'un  suppose  P's^  a , 
il)  montreront  comment ,  stm  detn ,  nu  seulement  ane 
Taleur  j»fticqliËre  de  la  fonction  y ,  on  peut  parvenir 
k  son  expression  générale ,  dam  l'équation 

dV  +  Pd\v<is  +  QAyàx'  -f  f/^-dV  =  o  ; 
et  de  là  nésolln,  poor  toutps  tes  équations  différrai- 
tielles  du  premier  ilegré,  le  tbcor^e  suivant  : 

Si  l'on  a  11  t'aleum  particulières  de  y,  pour  l'^qua- 
tion  COi^'*  en  déduira  immidiatemunt  l'expreanion  gf~ 
nJrale  de  eetlr  foncdan  pour  let  équations  (l)  •<  (ï); 
*t  dans  U  eo*  i)à  l'eut  na  connaîtrait  que  n-^I  «n» 
Uurn  particnli-frtt ,  «»  parvieniiratt  cncon  à  la  wâm»  < 
«xprtMÏon ,  en  intégrant  u)i«  iquation  du  pnmitr 
degré  et  du  premier   ordre, 

ii5.  Je ,pren4rai 'pour  ninmplr  riSqnitirin  Hw  itwiimI 
ordre 

■d*y  +  'Pdyd*  +  Uyà^=  Fax". 
En  désignant  d'abord  par  ^i ,  ^, ,  les  Taleun.jMrticn- 
liires  de  y  qui  satisfont  à  l'équation 

d>  +  Pàydx  +  Uydx'  z=  o , 
Pintégrsie  compliile  de  la  proposée  sera 

y=C,y,  +  C.y,, 
C,  et  Ct  étant  déterminés  par  les  équations 
yiiC,  +  _y,dC,  =  o , 
d>,dC, +d_y.dC,  =  ^d*'   (n-prfcédeot). 
MatoteDant  si  l'on  «oppose   que  les  coefficieiu  P 
et  V  soient  coostans,  ^demeurant  une  fonction  qnel- 
conque  de  X,  on  aun 


et  par  oonséquent 

d'où  Fon  dédaîra 

-^       ré"-""*''d«     ,,^       ^♦""'""djir 

aC,= ,  aCa=: , 

m^  — •  iit^  m»  ■""  iHi 

puis 

et  enfin 

jîii  —  Jîi« 

en  donnant  aux  constantes  arbitraires  Eu  £«,  le  dWi- 
seur  y^ommun  m,  — m^  y  ce  qui  rerîent  à 

jr —  —  — j 

en  oonceyant  que  chaque  intégrale  comprenne  implici- 
tement sa  constante  arbitraire. 

3i6.  Cette  formule  est  soumise  aux  circonstances 
qui  naissent  de  la  nature  des  yalenrs  de  nij  et  /n« 
(3iOy  3ii). 

On  pourrait  en  restreindre  l'emploi  au  cas  où  les 
quantités  7i»i ,  m^  sont  réelles  et  inégales ,  et  former 
immédiatement  des  expressions  de  ^^  pour  chacun 
des  deux  autres ,  en  employant  les  valeurs  de  yi  et  ^^ 
particulières  à  ce  cas.  Par  exemple,  lorsque  mj  et  m» 
sont  imaginaires  y  on  tirera  de  la  valeur  complète 

y  =  «**  (El  cosfix  +  E^  sin  fix) , 


{4S  Tm*rri  bÀwwrMm 

Ironvée  dsns  le  n"  3io,  lei  valeurs  particnli^nH 

arec  lesquelles  il  serait  facile  d'obtenir  l'inl^ralo  com- 
plète de  l'équation  proposée;  maU  il  est  peut-être  plm 
simple  d'opérer  îmmédîatenient  sur  la  formuledu  n°  pré- 
cédent, la  trHtiflfortnation  propre  à  en  faire  dtsparaitrp 
les  imaginaires,  c'est-à-dire  d'y  changer 

771,  en  M  +  fi\/^,     m,  en  •— fl^/^, 
et  de  remplacer  ensuite  les  exponentielles  imaginaire*, 
par  leur  expression  ctx  sinus  et  cosinus.  Par  ces  tuMt- 
tutions,  on  a  d'abord 


i?y 


.={,-'+^' v'- /r^-"-^  V^=^d* 


ïAl/ 


l={(co8A^  +  l/^sin/lr)/r«— 'Ccos^-l/^«ii*34 

— (cos*ï— V^^8in(ftr)y7'e"~"(co»^-f  y^ZZl  iatk)!! 

puis  en  effectuant  les  multiplications  indiquées, sépa- 
rant les  intégrales  en  monômes,  et  réduisant ,  le  facteur 
aV^ — I  devient  commun  au\  deux  termes  de  la  frac- 
tion, et  l'on  arrive  à  l'eipreision  réelle 


^=Ç{,L„^/r, 


"diCosSjf 


—  coa8»/f"e~"d*8in/3*}. 

Si  /tétait  nul,  il  fandraitmcttra  une  constante  afiî- 
traire  à  la  place  de  chaque  inttigrale,  et  l'on  aurait 
Mutement 


f^V 
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y  •=  — -\^i  sîn/a«— '  £«co8  /Ss} , 

ce  qui  rentre  dans  le  résultat  da  n^  3io. 

On  rencontre  fréquemment,  dans  les  applicatioiu  de 
FAnaljrse  à  la  Physique  céleste,  Péqvatlon 

ponr  laquelle 

d'oJi 

et 

y  =s:/>8imw-f'900sax 

sinox/Fcljpcosax — oosaxfFAxÈmax 

+ _ , 

en  restituant  les  constantes  arbitraires.  La  fonction  V 
a  ordinairement  la  forme. 

Aj  B^  Cj  etc.,iBy  y,  etc..  désignapt  des  coeffidens 
oonstans  9  et  les  intégrations  indiquées  s'effectuent  par 
le  procédé  du  n®  ai8. 

317.  L'égalité  des  racines  nii  et  m%  réduisant  à  | 
l'expression 

y  = , 

il  suffit,  pour  en  obtenir  la  Traie  valeur,  de  différenticr 
par  rapport  à  m,  son  numérateur  et  son  dénomina- 
teur ,  en  observant   pour    les  intégrales  la  règle  du 
Cale,  intégr,  29 


THllli    élÀtlKATMIIL 

n*  981,  et  il  vient  ^H 

^  =  .'"'»(*/r«-"'"<Lr  — /TV— "«Aï).         fl 
Cette  (lirruii)»  expreasiuu  comprend  txWe  du  n'  3i  1; 
etr  lorsque  f^t=<i,  les  iotégnlea  ic  i-Mlniuiit  \  leur 
coiutnnte  arkitrsire,  il  vient  tculeinent 

3 18.  Si  l'on  a  un  nombre  m  dYtiuationsdilTérenliellet 
renfermant  un  nombre  m  +  i  de  variablei,  one  senic 
de  ces  variables  sera  indépendante ,  et  te^t  m  autres  eo  se- 
ront des  fonctions.  Supposons  d'abord  que  cea  fonctioBs 
et  leurs  coellîciens  différentiel*  ne  s'ùlévenl  pas  au-delà 
de  la  première  puiaunce ,  dans  les  t:quationspro|MMéW( 
qgî  sont  àon  dn  premier  degrj  :  la  m^thoda  inj^ 
qaée,4a ,  n°  1 33 ,  conduirait ,  dAP*  œ  eat^  1  une  iqtBtîoii 
différentielle  dn  premier  degré  entre  l'nne  de*  fooctsoBi 
k  déterminer  et  la  Tariable  que  l'on  regarde  comme 
iddCpendante*;  maii  on  pent  qnelquefoia  éviter  ht 
calculs  de  l'élimination ,  en  intégrant  conjoilBtaiMnt  Iw  - 
équations  proposées. 

Lorsqu'ellet  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qn^ellea 
ii^enfeiuient  que  troîa  variables ,  ceséquatiwil  pmTmt 
ttne  représentées  par 

Jfdii+  JW*4-  CP"+  Qx)àt=RAt, 
if  Au  +iV'd»  +(P'm.+  Q'*)  At==RiJk, .  :  i  : 

.  mais  si  l'on  eu  chasse  alternativement  dw  et  djr ,  et 
qu'on  dé^ge  de  soq  coefficient  celle  de  céi  di8iireD~ 
tielles  que  l'on  conserr»,  Wéqoations  résultantes  pren- 
dront la  forme 

d«4^0»i.+,Ç,)d*«,rdt,     . 
d»  +  (/?!it  +  Ç-^idii  =.  ri*,  ^ 
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PjQ,  T^  P',  etc.  représentant  de  nouvelles  fonctions 
de  i ,  dérivées  des  pi'emières  par  la  suite  des  opérations 
indiquées.  C'est  sous  cette  dernière  forme  que  d'Alem- 
bert  a  traité  les  équations  différentielles  simultanées, 
par  une  méthode  très  ingénieuse ,  que  )e  vais  exposer 
comme  l'a  présentée  M.  Ampère. 

En  multipliant  la  seconde  équation  par  un  facteur  1, 
et  ajoutant  le  produit  à  la  première ,  il  vient 

du+êdx+[{P+PU)u+(Q+Qrê)x']  dte(7H-ri)d*  ; 
faisant  ensuite  tt-f-Ss  :=  s^  on  slùtb 

du+6ix-=dz  —  *d9,     u=iz — 6*, 

et  par  ces  valeurs ,  la  transformée  ci-dessus  deviendra 

d.+(P+/>'6).dn 

en6n  égalant  à  séro  le  multiplicateur  de  jr ,  on  parta- 
gera l'équaiion  ci-dessui  en  deux  autres , 

dM^(P+P''^zii  =  iT+T'b)di  (a), 

dont  la  dernière  ne  renferme  plu»  que  les  deua  va- 
riables fi  et  /.  Lorsqu'our  pourra  trouver  une  valeur  de 
fi  satisfaisant  à  celle*ci ,  on  réduira ,  par  sot»  mojen  y  là 
première  k  ne  contenir  que  les  deux  variables  set  /; 
et  n'étant  d'ailleurs  que  du  premier  degré,  elle  s'inté- 
grera  complètement  par  la  fortnule  du  n°  285. 

Quand  les  coefficiens  P,  P',  Q  et  Qf  sont  constant, 
on  peut  faire 

dô  =  o,  ^{P  +  P'S)B—{Q+Qr&)  =  ol 

8  est  alors  détei'miné  par   une   équation  du  second 
degréi  dont  je  désignerai'  les  racines  par  fit  et  ô». 
Dans  Ta  même  hypothèse,  l'équation  (a),  en  y  faisant, 

^9  • 


é 


•  ^Hv'.itrflgnbJ'iiqaaliai       '.-'■■" 
ttà  Fan  tira  1m  deu  ninalBi» 

" .  .+M'-iir-.'(/^-'r.aj4,cj,, ■■.■"!",,, 
,-  ,.+fc.'»rT'(/«^rA+ey,:  4, ,  ... 

iM^rfa.  j  ■*  Mcni^.»n,rt  hi  ton  inîpn  J,  n 
b  pidittM  a»  dm  odapttuagnt  riaU,  [ilurt» 

•  p  «Bln  Im  nrbUa  a,  «ct«,dmisiq^^wa4|riHi~ 
Ibto  MAraM'olMua  ui«4Mtfnitt'nMMM>  ^^ 

3lI9.  Puwnu  an  sjatëme  d'éqtutiona  i  quatre  v»- 

riablea,  auquel  on  pent  tonjours  donner  la  forme 

•Ui  +  lPu+Qx  +  R.r  )ai=  781, 

d,  +  (f,.  +  Ç-»  +  Kyjat  =  7»d/, 

dj.  +  (P'i.+  9'»  +  fl'j.)d<=  7-di. 

Si  l'on  mnltiplte  la  aeconde  par  6,  la  troûifanspar  9', 

qu'on  ajonte  lea  podaita  i  la  pre^ièra ,  et  qne  l'en  biia 

i.  +  «.  +  lP'.C  =  a, 
d'oi  il  anit 

di> -(- adi-h  f  df  =da  —  sdi  —  ^r , 
»  =  •  —  ftc— .5'^. 

etqu'aprkslaaobilitntion  de  ces  Taleuri,oniWBeniliie, 
pour  lea  égalera  aéro,Ies  termes  affectéa  de  «  et  de  ^, 
l'éqnation  ci-desaua  le  partagera  dans  lea  troia  ani- 
Tantcs, 

d.-HP+P'l+P"40.dl=(r+2'«+7*r)d<  C«). 

d( +KP+^l+P'»Ti— C0+<?'1+Q'9')]dt=o  (»), 

d^'-H(''*''•+i'•^V-(fl+'^'H■«'^^J^l=i.  (y), 
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vl  lorsqu'on  pourra  trouver  les  valeurs  de  6  et  de  O'  qui 
satisfont  aux  équations  (b)  et  {b'),  l'équation  (a)  ré- 
duite aux  variables  s  et  /,  s'intégrera  encore  comme 
dans  le  n^  précédent. 

En  se  bornant  au  cas  oii  les  eœfficiens  des  fonctions 
UyX  et  y  sont  des  constantes,  on  peut  supposer  â8=ro, 
dG'srro*,  il  en  résultera  ^ 

et  si  l'on  fait  P+P'fi  -f  PV  =  i»,.Ies  équations  ci- 
dessus»  devenant 

donneront  pour  â  et  6', des  valeurs  qui,  substituées  dans 
Pexpression  de  m,  conduiront  k  une  équation  finale ,  où 
cette  inconnue  montera  au  troisième  degré.  Chacune 
de  ses  valeurs  en  fournissant  une  pour  les  facteurs  B,  b\ 
si  l'on  distingue  celles-ci  par  des  indices  inférieurs,  et 
qu'on  fasse  7'+7''fl-|-7"ô'=^,  on  aura  les  trois  sys- 
tèmes de  quantités 

Oj,  Ô'j,  rn^y  Fiy     e»,  Ô'.,  /;*.,  ^.,"    fis,  û's,  ^3,  f^z, 

dont  la  substitution  dans  «  =  «" '^^  {/#'"' f71^+ 6'}, 
intégrale  de  l'équation  (a),  donnera  les  trois  équations 
primitives 

On  peut  maintenant  étendre  ce  procédé  k  tel  nombre 
<l'équalîons  que  l'on  voudra.  Pour  en  compléter  l'ex- 
position ,  il  faudrait  examiner  les  cas  où  les  valeurs 


*'  devieiment  imaginsiri^i  on  bien  irgale»  entre 
i)CCS(i<Hail»,  qui  tîendr»init  trop ilr  place,  wot 
lioi  suppléer,  psr  ce  ([ii'on>ïn(Inini)p»n°'3io,3ti. 

)'Alcn)bcrt   applique  auii    wni    pruoÉ<l«  anx 
..»  du  premier  degré   d'un  ordre  (juelcunque, 
ur  cela  il  les  ramène  au  premier  ordre^  de  U 
ire  Huivante. 
Ajaut,  par  exemple,  deux  équationsdela  forme 
d'u  +  (./du  +  fld*  )dt  +  {Cu  +  Dx  )il'  =  Tdr, 
d'*  +  (^d«+  fl'dx)dt  +  [Cu+  lyxydf  =  T-dC, 
il  tail  Au=pdt,  dx^=qdi;  et  il  n  par  consoquent,  entre 
.les  ciiii]  variables  p,  ^,  1,  m  et  x,  les  qnatre  éqaationa 
du  premier  ordre 

dp  +  i-^p  +  %  +  C'"  +  Ox)iii  =  Tdt, 

da  —  pit^o, 
d«— yiJ*  =  o, 
qui  peuTent  ae  traiter  par  la  mélhode  du  n*  précédeat. 
II  ifest  aerri  du   même  artifice  pour   let  ^uktloiu 
qui  ne  coutiennent  que  deux  variables  ;  lyk  le  pn>- 
cédé  dn  a"  3i4  e*t  plus  simple  et  plus  élégant. 

'  Sai.  Coniidérons  maintenant  let  équatîont  du  pre- 
mier ordre, 


dy  —  mix  = 


-fidx=.o, 


dans  lesquelles  m  et  fi  sont  des  fonctions  quelconque 
des  trois  Tarîables  x,  y,  %\  voici  comment  on  peat 
7  appliquer  le  procédé  du  n"  i33. 
Ob  diffàrentîe  I*  première,  et  il  vient 

d'v  —  -r-  dj(*  —  T-  d»dv  —  -r-  dsdi  ï=  o: 
^        dx  dy       •'        dt  .    ' 


iiiettaot  pour  dz  sa  valeur  fids ,  on  obtient 

éliminant  ensuite  z,  au  moyen  de  l'équation 

ày  —  mdx  =  o  , 

on  parylent  à  une  résultante  en  s  eiy,  du  second  ordre^ 
et  qui  a  nécessairement  une  intégrale  primitive  itvec 
deux  constantes  arbitraires  a  et  b  (ag8). 
Soient 

4(jif,  J'>  a,  •^)  =  o     et     dj^  =  mdje 

cette  intégrale  et  la  valeur  de  dy  qu'on  en  tirera  \ 
en  substituant  celle-ci  dans  d^  — «dx=o,  on  aura 
une  seconde  équation  primitive  m — «  =  o,  entre 
:r,  ^  et  z,  en  sorte  que  les  équations  différentielles 
proposées  seront  vérifiées  par  le  système  des  équations 
primitives 

^i^f^y  û,  *)  =  o,       m — «=  o, 
et  par  toutes  celles  qui  seront  équivalentes  à  ces  der- 


nières. 


Cela  posé,  on  va  voir  qu'il  existe  toujours  au  moins 
doux  systèmes  de  facteurs  ,  au  moyen  desquels  on 
déduit  des  équations  proposées,  deux  différentielles 
exactes.  £n  effet,  si  des  équations  primitives  indi- 
quées ci-dessus,  on  élimine  alternativement  les  cons- 
tantes a  eib,  et  que  les  résultats  soient  mis  sous  la 

forme 

Mz=a,      N=:b, 

leurs  différentielles 

l\M  ,     .  dAf  ,      ,    dM  . 

-r-  dap  +  -5— dr  +  -r— d«=o, 

dx  *    dy    ^         dz 

dA^       ■•      diV  j      ,    dA^  , 

--.  -  dx  +  -j—  d  V  4-  -p-  ds  =  o  ^ 

dx  dy     '^    ^     dz  - 
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devant  être  TérlTices  par  les  valeurs 

tirées  des  proposées ,  il  s'ensuit  que 
AM      AM      ,  dM  ^ 

d7+dy-+-d7^=^' 

d^-    .  diV       ,   dN  ^ 

U  +  d7'+"d7'  =  ^ 

sont  des  quantités  identiquement  nulles;  on  a  donc 

dx  dj  d«     ' 

dN  _       dN  ^       dN 
dx  dy  dz     * 

et  mettant  ces  valeurs  dans  les  difiërentielles  de  M 
et  N ,  ce  qui  ne  les  cliange  point ,  on  obtient  les  dif- 
férentielles exactes 

dM  , ,  ,  V    .  AM  , .  ,  . 

-j~  {Ay  —  «d*)  +  -j7  (tl«  — /3dx)  ==  o , 

-^  {dy  ~  adx)  +  -^  (ds  — /3djr)  =  o , 

comprenant  les  produits  des  équations  proposées  mul- 
tipliées respeclivemeut  |>ar  les  facteurs 

dM        dM      dN        diV 

dy  dz         dy  dz 

On  conçoit  aisément  qu'il  y  a  des  théorèmes  ana- 
logues, pour  les  équations  dans  lesquelles  le  nombre 
de  variables  surpasse  trois. 

Des  solutions  particulières  des  équations  diffé'- 
rentielles  du  premier  ordre. 

322.  Dans  le  n°  29*7  il  s'est  présenté,  pour  une  c*qua— 
tion  différentielle,  una  sol ulio/i  pari icii Hère  i\m  ne  dé- 


•«  •      •■» 


•  •  •    • 


•     •  ••  >    «  •    • 
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un  exemple,  o»t  liée  îutinicateDt  L  l'équation  difi'i^ren' 
tîdie  dont  clic  ili-rirc,  iiiaiqu'eltc  ne  pui»«c  rcnlrer 
dnns  nucun  (1m  cas  de  l'intégrale  complète  ,  quelque 
valeur  que  t'on  donne  a  la  constante  arbitraire,  aïnit 
qu'il  cat  facile  de  le  voir,  en  comparant  les  ëquationt 
.T  =  cx  +  nV/r+^  et  ^•  +  j-'  =  «'. 

Voici  la  tliéorie  que  LagraoRc,  en  1774»  donna  de 
ce»  derniÈriïS  solutions,  regardées  avant  lui  comme  for- 
mant un  p.-iradosc  dans  le  Calcul  intégral  {'). 

333.  Lpc  solutions  particulières,  sans  être  comprises 
implicitement  dans  l'intégrale  complète,  peuvent  néaa- 
nioina  t>'en  di^uire ,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet,  soit  f =:o, 
une  équation  primitive  renfermant  les  vnriables  *  ,  y, 
et  «u  coattante  Ci  l'éqnation  différentielle  correipon- 
dànte,  que  je  désignerai  par  jf^=o,  «n  le  réralUt 
de  l'élimination  de  c«tte  constante ,  entre  las  6qiu^ 

tion»  C^  o ,  -;—  d*  +  T—  dr  =  o  (53)  ;  mats  «i  Pod 
-d*  dy    ■'  ^ 

«eppoce  que  e  soit  nne  fonction  quelconque  de  Miott 

donnera  a  l'^nation  17  =r  o  une  e:itention  telle  qu'elle 

fourra  représenter  une  équation  quelconque  à  deux 

variables,  et  par  conséquent  aussi  tontes  lei  solutiAu 

particulières  de  l'équation  y-=a.  Cela  posé,  la  Talenr 

que  l'éqnation  E^=:  o  donne  pour  ^  et  h  différentidlk 

(*)  Il  le*  appela  mtégraleà  partieulièrea ,  et  donna  U  noA 
de  aolnlioa*  pacticuliéri'a  lui  diScicut  ca«  de  l'iiuégnJe  «mb- 
fHu.  Laplsca  ,  qai  l'ut  occapc  aie;  mccit  do  mtee  iDJel  avant 
Idgr.Mige,  emploie  ce*  dênoDiinalioui  datu  dd  leni  invcne,  et 
je  rBÎiQÎTt.  J1  m'a  tcmblJ  qoe  lu  Ajualion»  primitives,  qatmolveul 
le*  «guationi  diAërcntiellM  mds  Htt  coicprisa.duu  Inir  iiKcp^ 
cvmiilile,  ne  ■'obleninl  |<oint  pu  ici  [irocêdi'i  de  l'im^ration,  ne 
(lenieni  pu  porter  an  nom  qoi  rappelle  cti  procède. 
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que  je  représenterai  par  dy  sspds,  Térifiant  indépen- 
daiiiment  decy  l'équation  /^=o,  on  pourrait  supposer 
c  yarfable ,  pourrn  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle 
qvL^on  eût  toujours  dy=pdx.  Or,  quoiqu'en  regalxlant  c 
comme  variable  aussi  bien  que  «,  il  lîeiine  en  général 
dyxspdx+qdCfp  et  q  étant  des  fonctions  de  x  et  de 
c  j  on  aura  néanmoins  djsBspdx  seulement,  si  ^  =  o  t 
déterminant  donc  c  par  cette  dernière  équation ,  et 
sul)Stîtuant  dans  l7=o  la  valeur  qu'on  trouvera,  le 
résultat  satisfera  encore  a  l'équation  différentielle  Fsao, 

Dans  ce  qui  précède,  y  a  été  regardé  comme  une 
fonction  de  «  et  de  c;  en  considérant  a  son  tour  ji 
comme  «ne  fonction  de  j'  et  de  c ,  on  aura  dx  =  mdyt 
et  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouvera  que,  si  la 
valeuk*  de  dx,  prise  en  faisant  varier  c,  est  dx=szmdy'\'ndc , 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c,  entre  7»=:o 
et  U=so,  satisfera  aussi  a  l'équation  différentielle  ^=o. 

On  peut  com{>rendre  ces  deux  procédés  dans  un 
seul,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'équa- 
tion -T-dx  +  -r—  dv+-7-  de  =  o  ,  différentielle  de 
dx  dy  "^^  de 

27  ==  o ,   prise  en  supposant  c  variable  avec  x  et  y> 
Elle  aura  alors  la  forme 

Mdx  +  Ndy  +  Pdc  =  0', 
on  en  tirera 

M  P  N  P 

et  si  les  fonctions  entières  M,  N  sont  algébriques,  ou, 
quoique  transcendantes,  ne  peuvent  pas  devenir  iniinics 
par  quelque  valeur  dec,  le  coefficient  de  de  ne  dispa* 
raitra  que  par  la  supposition  de  P=o,  qui  donnera 
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dquatîon  qui  ternît  enoore  véririéc  par  la  inppMitinn 
de  it7=o.  Ces  transformation)!  {Kiurant  être  oontînujet 
autant  qu'on  veut ,  !l  s'ensuit  qu'il  y  a  îles  DianiJ^r<M<bt 
préparer  toulM  le»  dilfcrcotielleB  de  la  propoM^c ,  pour 
que  lu  «olution  particulière  j  satisfasHe  auMÎ ,  «e  qui 
n'aurait  pas  lieu  sans  cela^  car  sî ,  qunnd  on  fait  vitrier 

b  coustautn  c  et  qu'on  pose  —  ^o,  on  a,    pour   U 

soluliun  particuUkrc ,  comme  pour  riatégrale  complète, 
t\jr::^pùs  ,  lu  ïalear  lie  d'y ,  ilerient  pour  U  première 


(ï^+ïr.''y- 


tandis  qu'elle  est  seuteroent -^  dx'  pour  U  seconde;  ce 
*  d.ï        ' 

n'est  pas  non  pluï  uu  niénie   facteur  que    ces    deus 

Ttleurs^tisfout  en  général  :  on  voit  mime  qnePiçiiik- 

tîOQ 

d'uy'u  —  iad'j- — 4?'d»  =  o,      .' 

•erait  vérifiée  parU  solntionpartîculiëre,  indépendai»- 
ment  des  dilTérentielles  du  second  ordre. 

Le  déreloppemef  t  et  les  démonstrations  dei  cihxm»- 
tances que  ie  viens  d'indiqner  me  mèneraient  trophrin; 
oa  les  trouvera  dans  un  mémoire  où  iU.  Fnwirw  a 
éclaîroi  avec  socdsi  plusieurs  difEcnltéi  qui  rMtwoDt 
encore  snr  la  théorie  des  solutions  particulière!  dei  di- 
vers genres  d'équations  dîfiërentielles  (*). 

3a6.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précMesittoeéqui* 
tion  primitive  qui  ne  contient  pat  de  constante  arbi- 
traire, et  qoi  satisfait   à  une  équation  diSëreatielle 

<*)  Journal  de  l'Écola  Polylecknùjiu,  iS"*  emhUr-  vwn 
«Msi  k  Tniië  >n'4>  ,  t.  U,  p.  38& 
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donnée,  en  est  une  intégrale  partiooliàre ,  on  seule- 
meni  une  solution  particulière/ il  fiiut  en  a?oir  Viiité- 
grale  complète;  cette  circonstance,  qui  n'a  pas  toujours 
lieu  y  conduit  naturellement  k  la  question  suivante  : 

Éltant  donnée  une  valeur  j^=X^  qui  eaUsfait  à  une 
équation  différentielle  j  déterminer  si  elle  est  ou  non 
comprise  dans  l^ intégrale  complète^  et  en  déduire^  s* il 
est  possible  j  celle-ci. 

En  supposant  qu'on  tire  de  cette  dernière  jr  =  ^, 
et  qu'elle  comprenne  j^  =  X,  la  fonction  T^  sera  néces- 
sairement composée  avec  la  yariable  x  et  la  constante 
arbitraire  C,  de  manière  à  se  changer  en  X,  par  une' 
détermination  convenable  de  C.  Si  l'on  désigne  par  O 
cette  valeur  de  C,  et  qu'on  observe  que  la  supposition  de 
C=C  donne  V'=^X ^  ou  que  la  différence  V —  X 
s'épanouit  quand  C^^O:=^o  ,  on  en  conclura  que,  du 
moins  par  son  développement,  l'expression  de  ^—-  X 
doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme' 

r'^X=:F'{C  —  Cr  +  F\C-^Cy+  etc., 

les  exposans  ^m  >  v ,  etc.  étant  tous  positifs ,  et  le*s  quan- 
tités F'y  F' y  etc.  indépendantes  de  C—C.  On  peut 

prendre  (C—  C'y*=:A*,  la  quantité  h  demeurera  arbi- 
traire aussi  bien  que  la  quantité  C;  et  changeant  aussi 

—  enftyfé  étant  alors  }>  i ,  il  viendra 

F^— X  = /^A -f  ^' A^  +  etc. , 
d'oii 

expression  qu'on  pourra  regarder  comme  le  développe^ 
ment  de  la  valeur  complète  de  y. 

Gela  posé,  si  l'on  représente  par  dy=spàxy  l'équa- 
Cale,  intégr.  3o 
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lion  diffiïrentielta  propnW«r .  rCMiuo  par  rapport  1  dr, 
■  cette  nourelle  équAlîoa ,  k  Intpirllo  Mtinfkit ,  |Hr  h^pn- 
..  •  th^,  r^uatîfltt  y=X,  devr«  tire  vérifiée  inditpèn- 
daiumrntde  h,  par  la  valeur  complètR  de  y.  En  éé- 
lignant  d'idmrd  celle-ci  par  X-^  k  ,\\  faudra,  pour  U 
«ubttituer  dan*  iIc^/kL»,  chrrchcr  ce  qu«d«Ttait^, 
lonqv'oD  j  change  y  en  X  -^  k.  Soit 

P  +  P'k''  +  P'k--\-e\.c., 
le  déreloppeiiieiit  de  celte  ïaleur  Ae  p,  les  exposans 
m%,  n,  etc.,  que  je  suppose  rangi^  dans  l'ordre  de  le«r 
grandeur,  seront  nécessairement  positifs;  car^  oe  de- 
kieut  pas  infini  quand  <t=  o ,  puisque  l'équation  j'^^X, 
qui  ne  donne  pas  1)7' infini,  reud  identique  l'éqaation 
^sspAs,  en  forte  que  éX^Pé». 

I^onqu'on  taîXjr^X-^h,  un  a  pour  rénltat 

que  l'éqnâtioD  àX  =  PAx  réduit  i 

Ah  =  (P'*- +/>•*•  +  eto.)d«; 
et  reniqttaiit  pour  k  le  déTeloppement 

^A  +  ^'*»*  +  etc, 
il  viari 

(+etc  ï 

équation  tPaprfe  laquelle  il  faut  déterminer  F*,  V,  «to., 
indépendamment  de  h.  En  ne  prenant  d'abord  que  le* 
termei  ob  c4tte  quantité  a  le  plus  petit  exposant  >  on 
Cunna  l'iqtution 

*d/^=i»'r'^W*, 


<ri 


•  ■•• 


•  ■  ••• 


••    •  a.»- 

•—        -      — .         ^..         . 

^»      •       *-     -- 


!••  ■••.« 


•      * 


*«i^*.< 


••••• 


■•• 


•••■   ■•    ,  y    , 


.     9 


•    » 


•     -        - 


•    . 


•  ■      •■ 


■    •         •• 


••   M.     . 


••    •    • 


•        • 


*  ■       •  ■« 





•        -   ,  , 


!■• 


•     • 


•  ■        • 


....       .    .      » 


••M        y^ 


•       . 


••• 


■•■•• 
...  I 


•• 


I*  •• 


•«••    • 


•         • 


••  •      ••■! 


•*••  ^ 


••. 


468  rmATïïà  iiJiaKTJiiu 

fini  (89)  ;  il  faut  donc  que  U  difiérentiatiott  fmr 
laquelle  on  pane  de 7»  k  ce  coefficient,  amkne  vn  divi* 
eenr  qui  iféfaiiooiMe.  U  résulte  de  U»  que  li  Fan  re- 

À  K 

préiente  j-  par  j' ,  tonte  solution  particulière  doBBera 

£=5o»  et  aéra  par  conséquent  un  fiictenr  de  £,  et 
réciproquenienty  tout  facteur  de  L  qui  ne  le  aéra  pas 
en  même  temps  <|p  X,  et  qui ,  étant  égalé  k  aéro,  Téri- 
fiera  l'équation  diSérentielIe  proposée ,  en  sera  une  aiH 
Intion  particulière. 

On  évite  la  résolution ,  par  rapport  a  djr,  de  Péqnation 
diiFérentielle  proposée  1  en  remarquant  que  si  Z=o 
désigne  cette  équation ,  Z  étant  fonction  de  SiJT^p^ 
lorsquW  écrit  pAx  au  lieu  de  iff'y  on  a 

dZ  .     ,  dZ  .      ,  dZ  , 
j^cix  +  ^clr+j-d;,  =  o, 

dZ 

'dp 

et  que  sî  l'on  a  préparé  l'équation  Z  =  o  de  manière 
qu'elle  ne  contienne  ni  fractions  ni  radicaux ,  il  sufiBra, 

pour  rendre  ~  iniini,  d'égaler  à  zéro  un  facteur  de 
dZ 

On  n'obtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particulières 
dans  lesquelles  entre  j'  -,  mais  on  parviendrait  à  celles 
qui  ne  renferment  que  x,  et  qui  sont  de  la  forme 
x^ssconaL ,  en  considérant^  dans  la  proposée^  x  comme 
fonction  de  jr. 

3a8.  Je  vais  chercher  par  cette  méthode^  d'abord  les 
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solutions  particulières  de  réquatioii 


du  n^  324.  Cette  équation  devient^  après réranouiase- 
ment  du  radical, 

jt'Ap*  +  2jçrd«Î7- +  (a»  —  *")(ir' =  o , 
ou 

x'  +  2xxp  +  {a*  —  x^)p*  =  o, 

et  la  difierentiation  donne 

^  =  24[r  +  2i(«*  — «')/^: 

la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle» 
qu'à  l'aide  de  la  valeur  que  sa  différentielle  fournît 
pour  Pf  elle  Tcrifie  en  même  temps  les  deux,  équations 

X*  +  2jf^/>  +  (a*  —  jf»)/>*  =  o , 

*y  +  («' — *')P = o- 
Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  de  sa  différentielle , 
elle  vérifiera  l'équation  résultante  de  l'élimination  de  p 
entre  les  deux,  précédentes.  Cela  posé ,  l'équation 

xy  +  (a»  —  x^)p  =  o, 

multipliée  par  p  et  retranchée  de  la  proposée ,  con- 
duit à 

x*+xyp=zo,     d'où     p  = ; 

et  substituant  cette  valeur  de  p  dans  la  première ,  on 
trouve   l'équation 

jc»  +  y  — a»=o, 

qu'on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 
L'équation  plus  générale  y  =ips  +  P,  étant  traitée 
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+  aC*--"'-+«  +  etc.}  d^, 

On  voit  d'altord  qu'il  ne  sera  possible  de  faire 
>  pondro  les  (ermei 

f»t  leM]uel  s  commencent  respect!  vemcnl  les  expressioni. 

ftécôdenics,  que  dans  le  cas  part- — '■—  — '- — 

mais  il  flullira  de  poser 

pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de  U  valeur  de 
d^;  el  le  second,  dont  l'exposant  est  a  +  i  —  a,  pourra 
être  comparé  avec  iijix     "  ;  il  résultera  de  là  \ 

^— a  =  n,     d'où     i~n  +  i. 
A  partirdece.t  termes,  letdeux  séries  se  curretpooJnmt 
eïactemeiit,etpoiiriiétermiaerlesooelEcieiU|«a  awra 
les  éqwtioaa 

etc. , 
dans  lesquelles  A  demeure  arbitraire. 

Si  l'on  y  met  saccessiTement  les  deux  wtiemr»  im  « 
avec  celle  de  /*,  on  obtiendra  pour  y  les  dsu  déve- 
loppemena 

~(»+>X'H-»Ka»+3X»'H-4)C3«+5)(3«+«)  "* 
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^X  —  ; — : — ^^'    ,  oT  + 


(«+2)(ii4-3)       (»+2)  (/i+3)  (a/*+4)  (2y»+5) 

(/ï+2)(/»+3)(a/»+4)(a/*+5)(3/»+6)(3/i+7)  "^  ^*''- 

Ils  ne  sont  encore  que  particuliers,  puisqu'ils  ne 
contiennent  que  la  con&tante  arbitraire  A\  mais  en 
écrivant  dans  le  dernier  Aiyk\^  place  de  A ,  et  prenant 
ensuite  leur  somme ,  on  aura,  à  cause  de  la  forme  par- 
ticulière de  l'exemple  proposé  (309),  l'expression  gé- 
nérale de  y. 

33a.  En  terminant  ici  ce  qui  regarde  l'intégration  ap- 
prochée des  équations  différentielles ,  je  dois  dire  que  les 
méthodes  exposées  ci-dessus,  ne  donnant  que  bien  rare- 
ment des  séries  conTergentes ,  et  seulement  pour  des 
valeurs  trfes  limitées  de  la  variable  indépendante ,  ne 
sont  guère  en  usage.  Dans  les  problèmes  physico-ma- 
thématiques auxquels  s'appliquent  les  approximations 
dn  Calcul  intégral,  il  ne  s'agit  le  plus  souvent  que  de 
déterminer  les  petites  corrections  qu'il  faut  faire  à  une 
première  valeur  approchée,  connue  d'ailleurs,  et  con- 
sidérée comme  un  état  mojen.  La  vraie  valeur  cher- 
chée ne  8^en  écartant  que  par  des  fonctions  dont  on 
peut  négliger  d'abord  le  quarrc  et  les  puissances  supé- 
rieures, on  réduit  au  premier  degré  les  équations  diflë- 
rentielles  qui  déterminent  ces  fonctions ,  et  l'on  y  ap- 
plique ensuite  des  procédés  qui  sont  encore  trop  variés 
pour  pouvoir  entrer  dans  les  élémcns ,  aussi  les  trouve- 
t-on  toujours  développés  dans  les  divers  traités  spédaux 
oii  l'on  ^en  est  servi. 


ra^" 
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Résolution  de  quelques  problèmes  géonuItriqueSf 
^        déperulans  des  équations  diffërentielles. 

r333.  \m  raine  en  équationdes  problëmes  géométrtqyea, 
jdèpcDilaus  clos  équatioot  différeotielies ,  ne  repount 
ijqar  sur  I»  propriétés  des  taiigenles ,  des  normales,  dei 
Lt«}-ons  de  cnurLure,  ne  présente  pas  plus  île  difficaltéi 
ngucln autres  traductions analytiqnes,  lora^'oo  connaît 
les  expreasions  des  lignes  (|u'il  faut  considérer;  ausù 
.  n'en  donnerai-jn  (juc  quelques  exemples. 

J'otiserverai  d'abord  i|uc  l'intégration  des  cqustioni 
^différentielles  du  premier  ordre  s'appelle  aussi  Milhoda 

kiaveni  des  langtitUf,  parce  que  toute  équation  diSiéren- 
Ay 
lielle  de  cet  ordre,  donnant  l'eiprçssion  de  -r-  e 

j-,  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  lescoordon^ 
nées  et  la  aoutanfijente,  ou  la  tangente,  oula  nonoatef  etc. 
dans  la  courbe  qu'elle  représente.  En  eSet,  si  del'éqiuttaa 

proposée,  on  tire  -^^p,  la  soutangente  ^uni  pour 

expression-^,  la  tangente  ^^^—t£- ,  etc.  (66).  On  in- 

P  P 

venta  le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes 
aux  courbes,  (^est-à-dire,  pour  résoudre  \k  Problèm* 
dirtct  <Us  tangtuie»  :  on  s'occupa  ensuite  da  Calcul 
int^ral,  pour  parvenir  aux  équations  primitives  des 
courbes  par  les  propriétés  de  leurs  taQgenlei;:niaisle( 
progrès  et  les  nombreuses  applicatinns  de  ce  Calcul  ont 
fait  abandonner  la  dénomination  de  Méthode  invtntd*» 
tangtntatj  qui  ne  convenait  qu'à  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  cbercha  à  détermiœr  par 
les  aires,  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues,  l'ordonnée  de  la  courbe  demandée-,  depuis. 
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on  a  laissé  ces  constractîoQB  de  côté ,  parce  que ,  quel* 
que  élégantes  qu'elles  fussent  dans  la  théorie,  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,  dans 
la  pratique,  que  les  formules  approximatiTes  qui  ont 
pris  leur  place. 

Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  variables,  parce 
qu'alors  l'expression  de  l'une  d'elles  ne  dépend  plus 
que  de  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'équation  pri- 
mitive est  connue. 

334.  Je  prends ,  pour  exemple ,  la  construction  des 

courbes  dans  lesquelles  la  soutangenle  est  égale  à  une 

fonction  donnée  de  l'abscisse  x;  l'équation  différentielle 

ydx 
de  cette  courbe  sera^^^— =  X,  X  désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le-champ,  dans 

cette  équation ,  et  il  vient  —  =:  —,  Multipliant  alors 

les  deux  membres  par  une  quantité  constante  m,  on  a 

— ^  =  -:çr-  ;  et  désignant  par  Ly  le  logarithme  de  r , 

pris  dans  le  système  dont  le  module  est  m ,  l'intégra- 
tion donne 

£n  construisant  d'abord  la  courbe  DN^fig.  56,  telle  que  fig.S5« 
PordonXiée correspondante  à  l'abscisse  >^P,soit/'A^=— , 

-^.  On  ré- 
duira cette  aire  à  un  rectangle  FQ ,  dont  le  côté  AF 

soit  m\  l'autre  côté,  AQy  exprimera  —  /  — = —  ;  dé- 

mj      X    ' 


courbes  coupccs,la  coii&laut«  dont  le»  iltfT^rrnlvs  vaWn 
|iBrlîcularisent  cliacune  doce*  courbcK,  un  aura  uu  r«- 
sallAt  qui  emlira««era  toulci  leurs  iiiter»ectiuiu  fuocn- 
•îfcs  avet:  U  trajectoire,  et  en  »era  par  coiuéipaent 
'  Tcquntîon. 

''  Suit,  pour  exemple,  les  parabole*  ayant  même  axe 
'tH  luènie  sommet,  et  dont  l'cqualion  esty"=:ax'*;  il 

^tiendra  p^= rr — .   On  pourra  cbauer  immédiate ~ 

njent  (le  cette  espresïiou  ,  au  mojen  de  i'équatioa  pro- 
ponjc,  le  paramétrer  qui  particularise cliaijue  parabole 
d'uD  même  degré;  substituant  le  résultat  dans  IV-qua- 
lion  (_A)  ,  après  avoir  changé  ï*  et  y'  eu  x  et  en  y,  et 
dÎTÎMnt  ensuite  par  i"~'jr'~',  on  trouvera 

a(nj;djr  +  myil^}  +  myàx  —  nxày  =  o,  i 

Cette  équation  étant  homogène,  peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n'  z83.  Lorsqu'on  a  m^n=i ,  elle  derient 
intégrable  en  la  divisant  par  «*  •]-  y*,  puisque 

î^^  =  a.i,/?+7.. 

®''Ï'"'^S^^  =  '**'"(''"*—;)  (*79)i  «>  • 
donc  a\  i/?+y'  4-  arc  (ung  =  ^  =  C. 

on  «I  — —  =  arc  (ung  =^\ 

en  clungfiant  U  eonctante  arbitraire.  Si  Ton  fait 

V^F+P=u,  ar«(tang=^  =  *. 
on  retombera  sur  l'équation  des  spirales  logarithniqiMa, 
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<|ui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  sous 
un  angle  constant  (128)  :  en  effet ,  dans  le  cas  actuel 
les  courl)es  coupées  .ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 
lignes  droites  menées  par  l'origine  des  coordonnées ,  et 
dont  l'équation  est  y  =  ùlx. 

Sî  l'on  voulait  que  l'angle  TMt  fût  droit,  il  faudrait 
supposer  a  infini,  et  par  conséquent  ne  tenir  compte  que 
des  termes  qu'il  multiplie;  l'équation  ci-dessus  se  rédui* 
raît  à  nxdx'\'mydy=o,  dont' l'intégrale  wjr'-|-mjf*=c, 
montre  que  la  courbe  qui  coupe  à  angles  droits  toutes 
les  paraboles  proposées ,  est*  une  ellipse  décrite  sur  le 
même  axe  que  ces  courbes  et  ayant  pour  centre 
leur  sommet  commun.  Les  trajectoires  où  l'angle 
TMt  est  droit  ,  s'appellent  trajectoires  orthogo- 
nales j  et  la  supposition  de  a  infini ,  dans  l'équation  (^), 

donne  t  +/>-p  =  o  pour  leur  équation  différentielle. 

336.  Les  considérations  géométriques ,  comme  on  l'a 
annoncé  dans  le  n*  298,  établissent  aussi  la  possi- 
bilité des  équations  différentielles  à  deux  variables. 
En  effet,  quand    il  s'agit  d'une  équation  du  premier 

d  V      . 
ordre  »  on  n'en  tire  que  la  valeur  de  -p  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  la 
ligne  des  abscisses,  la  tangente  de  la  courbe  relative 
à  cette  équation-,  prenant  donc  arbitrairement  les  coor- 
données APzsiay  PMz=:by  d'un  premier  point  Af, 
fig,  58 ,  on  mènera  la  ligne  MTj  faisant  avec  MQ ,  pa^  fig.58. 
rallèle  à  AB  ,  un  angle  M'MQ ,  dont  la  tangente  soit 

ày 
égale  à  la  valeur  correspondante  de  -p  :  cette  droite 

touchera  '  au  point  M  la    courbe  cherchée.  En  regar- 
dant  la   courbe  et    sa  tangente ,  conmie  confondues 
Cale,  intégr,  3ï 


•McmUe  I  <)an«  )m  en  virais  il  u  point  de  couUct ,  la 
araito  MT  dél»mi»M« ,  ponT  u  poinf  P*.  ft  UhaiW 
yrodw  de  F,  Popdoinié0  /^JT  km»  Kkfwlfe  dHIkM» 
kn^ilwféqiMfioDdifitnatmllepropaâé*',  h'idIgMii 
il«  rangk  WàfÇf,  nlitif  k  U  tuante  ifr'bb. 
«kotin  11  tf  7*.  U  eBntinaation  de  m  i»rM&lé  Àw> 
'  Mre«ipoljgcneq«i,liBeHii«q**oBe«itmltlidienbi 
«Me,  diSinnt  cPwtMd  araÏDi^e  U  oooièek  I^wfc 
«fpartint  réquMon  propoiée.  1lrén|tee«Hideoalto  - 
giMtnMtiM.qtfuie  AqnatîondiSirentMUe^  fvMriar 
arén  lepMMnte  uw  mfinilé  de  couriiet ,  paiifi^MipNit 
pMMdra  le  preniar  point  Vot  I'od  voudra. 

DuH  InéquatioMidaMOondevdn,  qoi  aeden^Hk 
que  U  Tftieiir  de  -=--,  od  substitue  les  panboles  oa- 

culatrices  aux  taDgenles-  Ajant  pris  arbîtratremeot  on 
premier  point  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  scùentx^a 
et  ^  ^  &  I  OD  forme  l'équal  ion 

qui  appartient  à  une  parabole  passant  parce  point.  En  la 
diStirentiaot  delix  fois  de  suite  et  faisant  ji^=a,  on  en  tire 

le  coefficient  A  demeure  arbitraire ,  mais  B  ett  détei^ 
miné  en   mettant  dans  l'équation  proposée,  o,  A ,  A. 

dy 
an  lieu  de  ;K|  ^i  t-  ^  on  construit  donc  en  pcemier 

rio-Sg.  lie»»  «ne  parabole  JlfiV,  fig.  5g,  qui  passe  par  le 
point  Jf ,  et  dont  la  tangente  à  ce  point  fasse ,  arec 
l'abscisse ,  un  angle  ayant  A  pour  tangente  trîgo- 
nométrique.  On  calcule  la  valeur  de  l'ordonnée   P'Jf 

de  cette  courbe  et  celle  de-r^,  correspondante!  k  nn 


point  P^,  pris  trèc  près  du  point  P,  sur  l'axe  des  abs- 
cisses; puis  mettant  ces  Taleorsdans  l'équation  difleren- 

dV 
tîelle  proposée ,  on  en  déduit  une  nouvelle  valeur  de  y~. 

En  représentant  çelle-cl  par  9uBi ,  et  par  6,  et  j4i  celles 

'     dy 
de  P^âT  et  de  -p ,  on  forme  l'équation 

j' —  i.  =  >/,(*— a,)  4.^,(*  —  a,)% 

de  la  seconde  parabole  osculatrice  M'N'  avec  laquelle 
on  en  déterminerait  une  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  modifierait  aisément  ce  procédé  pour  y  rempla- 
cer la  parabole  osculatrice  par  le  cercle  osculateur,  ou 
pour  l'étendre  à  tous  les  ordres. 

33';.  Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
considérations  géométriques  conduisent  à  la  théorie  des 
solutions  particulières ,  que  j'ai  exposée  dans  le  n**  323. 
Trouver  une  courbe  telle ^  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaissées  cfun  point  donné j  sur  les  tangentes  de  cette 
courbe  j  soient  égales?  Pour  parvenir  à  l'équation  diffé- 
rentielle, il  faut  se  rappeler  qu'en  nommant  x  et  y  les 
coordonnées  d'une  courbe,  x' et  y  celles  de  sa  tangente, 

dr 
l'équation  de  cette  droite  est  y— j'=  -^  (/ — x)  (68)  ; 

prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  connu , 
duquel  doiventètre  abaissées  toutes  les  perpendiculaires, 

chacune    d'elles   aura   pour    équation  y  =  —  i"  *' 

{Trig*  90),  et  sa  longueur  aéra  exprimée  par  ^j/*+y*. 
En  mettant  pour  x'  et  pour  y\  les  coordonnées  du  point 
oit  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond,  et 
dont  les  valeurs  s'obtiennent  par  les  deux  équations  cî^ 
dessus  {Trig.  92),  on  aura,  en  vertu  de  ces  équations, 

3i . . 


TKAITJ.  kdutMUTXUlK 


l/*'*+.v 


-  ■'^y — }'^  

f^-quatiotidilTcreiitielledGla  courbe  cherchée &era  Joue 
«4j—  ^d*  =  n  \/âx*+ày. 
Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle  dont 
lera^on=  n,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coor* 
données,  salîïffiit  à  la  qaeslioD.  Ce  cercle  ajaiil  pour 
équation  y  -f-  x'=^n.',  est  précii^nieiil  la  solution  ^e- 
liculièretrouvik;it° 397;  mata  toute  ligne  droite  située, 
par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées ,  de  manière  que 


;  point ,  soit  cgalc    â 
e  proposé;   et  comme  il 
5Îles  qui  peuvent  remplir 


\  plus  courte  disL 
résout  également  le  probli 
a  une  infinité  de   lignes  1 

celle  condition  ,  c'est  dans  l'équation  qui  les  comprend 
toutes  que  réaide  l'inlégmle  compicte  de  l'équation  dif- 
férentielle trouvée  ci-dessus ,  et  qui  est  en  effet 

•  y  —  cx=>i\/i+c-  (297). 

Une  circonstauce  digne  de  remarque  et  qui  s'aper- 
çoit sur-le-champ  ,  t'est  que  toutes  les  lignes  droite* 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairement  tbnchées 
par  le  cercle  représentant  la  solution  particulière, 
puisqu'il  a  pour  rajon  la  perpendiculaire  aliaissce  sur 
chacune  d'elles. 

La  mênie  relation  a  lieu  entre  les  diverses  courbés 
que  représente  l'intégrale  complète  d'une  cquatioa  dif- 
férentielle du  premier  ordre ,  et  celle  qui  résulte  d'une 
solution  particulière  de  cette  équation  :  la  dernière 
louche  toutes  les  autres.  £n  cfTet,  l'éqnalion  dilTércn- 
ticLte  ne  détermine  que  la  direction  de  la   tangente, 
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el  toute coarbe  qui;  dans  un  point  quelconque,  aura 
la  même  tangente  que  Vune  des  courbes  déduites  de 
l'intégrale  complète,  y  satisfera  nécessairement;  or,  c'est 
ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche  toutes  celles- ci. 

Il  suit  de  là ,  que  la  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  Téquation 
difTcrentielle  qui  représente  toutes  les  normales  de  cette 
courbe  (80),  et  que  celle-ci,  c'est-à-dire  la  dévelop- 
pante, est  pareillement  la  solution  particulière  de 
Téquation  différentielle  commune  à  tous  ses  cercles- 
osculatcurs ,  mais  avec  la  différence  que  les  contacts 
sont  du  second  ordre. 

La  liaison  établie  dans  le  n^  323,  entre  les  intégrales 
complètes' et  les  solutions  particulières,  se  déduit  aussi 
des  considérations  géométriques;  car  chaque  point  du 
cercle  de  l'exemple  précédent,  peut  être  regardé  comme 
l'intersection  de  deux  tangentes  consécutives,  c'est- 
à-dire  comme  l'intersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  valeurs  consécutives  données  à  la  constante  c  ; 
Tabscisse  et  l'ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  par  conséquent  est  à  son  tour  fonc- 
tion de  ces  quantités,  ou  de  x  et  de  y.  Il  est  évident  que 
pour  former  l'équation  d'une  ligne  consécutive  à  celle 
que  représente  l'équation 

il  faut  diffcrcntier  celle-ci  en  faisant  varier  c;  et 
puisqu'on  ne  cherche  que  l'intersection  de  ces  deux 
lignes,  point  où  leurs  coordonnées  sont  communes ,  on 
doit  regarder  x  et  y  comme  constans  :  cette  intersec- 
tion sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

y— cx  =  iiV^i+c% 


ne 


y/i  + 


c' 


n  l'on  assigne  à  c  une  vuleur  parti  eut  iërp.  Mail  li  l'è 
.  Wniinct',  II!  rt^uUat,  ne  di^signaDt  plui  ftncun^  tatti 
«cLîua  en  jurlicullcr ,  onibinsMira  tons  Ita  point 
réniltans  du  mucontriii  tic*  drnîtca  fourniM  par  totttCf 
In  valeurs  de  c,  et  (.-ombinnet  dens  à  ifeui  consccu- 
tiTCmnnt,  c'ctt'^-dirn ,  le  cercle  qui  est  la  solutian  par- 
tienian,  «t  q^i  m  déduit  enoon  ia  dt  li  TfertaSlb 
«Uribàée  i'Ia  dMMmte  irititraira  Aê  Fîntégrila  (Mil*- 
pttte.  I«  nlnfli  rwaarqnM  M  «ériSnt  MT  1m  d4id«)p> 
péM»  lonfna  Vtm  eonaiittra  cm  oottrbH  omihm  'fh^ 
dûtes  par  la  întcrMCtioiu  de*  nonuim  ooMfaaUMt  ' 
da  1b  déreloppante  (80). 

Z)fc  Vintégratton  Mû  équathtu  ^ff^renû^tet 
contemtnt  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 

variables. 

De»  éqaatioitê  différvntielUv  totales. 

338.  Lei  fonctions  qui  dépendent  de  deux  oti  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables,  diB%rcnt  de  celles 
d'une  seule,  en  ce  qu'elles  ont  pour  chaque  ordre 
plusieurs  coeDiciens  dîffcrentiets.  Si  w,  par  exemple, 
est  une  fonction  de  deui  variables,  il  aura,  pour  le 
premier  ordre,  deux  coeflîciens  dilFérentiéli,  savoir, 

-T- ,  -;-,  l'un  pris  en  faisant  varier  x  seul ,  et  l'antre  en 
ax    oy 

faisant  varier  ^  seul.  Dans  le  second  ordre,  le  nombre 
de  coefficiens  dificrentîels  s'cUve  à  trois,  et  s'accroît 
ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (44)-  ^oai  re- 
monter des  coeflîciens  diflcrentiels  d'une  fonction  de 
deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables  &  cette 
fonction ,  il  se  présente  plusieurs  cas  :  t",  on  peut  avoir 
tous  «es  coefijcicns  différentiels  d'un  même  ordre,  expri- 
més par  les    variables    indépendantes,  ce  qui  donne 


explicitement  les  différentielles  totales  de  la  fonction 
cherchée^à  laquelle  on  parrient  par  les  procédés  exposés 
dans  lesn***  278  —  280-,  2^.  la  fonction  elle*méme  peut 
entrer  avec  les  variables  indépendantes  >  dans  les  ex- 
pressions des  coelEciens  différentiels,  ce  qui  fournit 
une  équation  différentielle  totale;  3®.  enfin,  on  peut 
n*avoir  qu'une  relation  entre  ces  coefiiciéns ,  la  fonc- 
tion dont  ils  dérivent  et  les  variables  indépendantes. 

339.  Je  m'occuperai  d'abord  du  second  cas ,  en  con- 
sidérant l'équation 

Pdx  +  Qàj  +  Rdz  =  o. 

Elle  s'intégrerait  par  le  procédé. du  n^  280,  si  le  pre- 
mier membre  était  une  différàitietle  exacte  à  trois 
variables;  mais  s'il  ne  l'est  pas,  il  est  susceptible  de 
le  devenir,  par  le  mojen  d'un  facteur  convenable, 
quand  cette  équation  dérive  d'une  équation  primitive 
u-=c  :  cela  se  voit  eomme  pour  le  cas  de  deux  variable 
(289}.  En  effet,  l'équation  différentielle  proposée  doit 
alors  s'accorder  avec 

du  \         du  ^        du 

c'est-à-dire  que  les  valeurs  dedfl,  tirées  de  l'une  et  de 
l'autre ,  doivent  être  identiques ,  indépendamment  de 
dx  et  de  d^  (i36)  *,  or,  ces  valeurs  étant  respectivement 

du  4u 

A*  ds 

il  s'ensuit  que 


4M.  TKiiTi  iiinEitTAïKt 

ai      E 

^  BoiiiiiMiitf*lMqiioUHulDdli|Béij  il  vinAa' 

Cdb  poié,  pow  q«e  oetUi  dlSErailidk  wU  aacM, 
ij^uit  encon  ^'dlf  ^Anfie  le*  oouditipu 
d^^d^     ^d.^_d./.P      d.^_*^ 

dy  a*  '       df  ds   *       d>  ^    * 

dn^'le  dé*doppniieiit  Sognùt  let  ^qoatioiis 

On  a[>crçoît  bientôt  que  la  fonction  />  disparaît  quand 
on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  R  ,  la 
seconde  par.  Q ,  la  ti-oisiime  par  P,  et  qu'on  ajoute  les 
produitsj  caria  somme, étant  divisible  par/t,  se  réduit ii 

équation  de  eonditiou  qui  doit  d'abord  être  satisfaite 
par  la  proposée ,  pour  que  celle-ci  puisse  devenir  diE- 
férentielle  exacte,  au  moyen  d'un  facteur,  et  qu'elle 
puisse  par  conséquent  dériver  d'une  équation  primitive 
à  trois  variables,  ou ,  ce  qui  est  la  luéme  chose ,  être  vé- 
rifiée par  une  fonction  de  deux. 

Cette  dernière  considératiou  mène  aussi  à  l'équatioiv 
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(Z?),  par  l'application  immédiate  du  "théorème  du 
11®  278;  car  si  l'on  avait  l'expression  primitive  de  z  en 
;c  et  en  ^ ,  et  qu'on  la  substituât  dans  celle  de  dz  tirée 
de  l'équation 

Pd*  +  Çdjr  +/id«=  o, 
il  en  résulterait  nécessairement  une  diiTérentidlc  exacte 
à  deux  \ariables  y  et  de  la  forme 

dzz=:pAx  +  qdj^,      oii     ^  =  j|- 
Mais  dans  le  cas  actuel ,  oh 

P,  Qj  R  renfermant  z,  il  faut^dans  les  différentîations 
indiquées,  le  faire  varier  aussi,  et  mettre  en  consé- 
quence p  et  ^  à  la  place  de  -r-  et  de  -p  ;alorS;  au  lieu 

de  T^  =  T^,  il    viendra, 
àjr      dx  ' 

dy^^dz       dx^^  dz' 


ou 


p         Q 

Si  l'on  substitue  —  -= ,  — -^,  à  la  place  dep  et  de  ^ , 

on  aura,  après  les  réductions, 

^dy-^d^+^di-Çdi+Çdi-^d;=="' 

c'est-à-dire  l'équation  (i9)  du  n^  précédent. 

Pendant  lon[;< temps  on  a  appelé  équations  absurdes ^ 
et  l'on  regardait  comme  insignifiantes,  celles  qui  ne  sa- 
Ûsfaisaicnt  pas  à  l'équation  {B)  ;  mais  Mongc  a  fait  voir 


ettLPflnUte  da  cetta  denHbn,U  ninir  da^3  90119 
là  wkititaer,  Mw  ccUm  de 

i'U     i*U  .dv  ,. 

S*Sm*  ^3«*  dï* 

dani  r^atioB  de  condition  tronrée  pliu  haat ,  le  t^ 
«dut, étant rti^taTCoipm, MT*  jiréàijme^féismf 
ûea  (J)];«iaûqaâiiddle«t  TérMée,  l'inlégretion  d» 
l*À]u«tîon  difiérëotienfl  propoiée  Ji  trou  TtrîeUe*j  ne. 
d^end  que  de  celle  dn  équationi  i  denx  tmîiMw. 

341-  Lonqne  les  différentiellei  d«,  Ay  et  ds  montent 

au-delà  du  premier  degré  dans  l'étjuation  proposée, 
elle  ne  peut  s'intégrer  par  ce  qui  précède,  que  quand 
elle  satisfait  à  une  nouvelle  condition  que  je  Tait  faire 
connaître  sur  l'équation 

Pdx'+  Çd^-+flda'+  3.Sdj:d^+2  rdmla+a^d^-di  =0. 
Pour  quelle  puisse  résulter  d'une  équation  primitive 
u  =  c,  il  faut,  avant  tout,  qu'elle  se  ramène  à  la 
forme 

P'dx  +  Ç'dy+.H'ds  =0  (339). 

ou,  ce  qui  est  la  même  cliose,  qu'en  la  résolvant 
par  rapport  à  l'une  des  diSerentielles  dx  ,  djf  ,dB,  les 
deux  autres  sortent  des  radicaux  :  or,  c'est  ce  qui 
n'arrive  pas  toujours;  car  un  a 

iz^{T'-PRlda-+^Tf'-HS]ix(ly-Hr'-QK)^y'}i 
et  si  la  quautité  (|ui  est  sous  le  radical,  a'cst  pas  un 
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quarré  oarfaîty  ou  du  raoîiis  si  l'on  n'a  pas 

les  difîerenti elles  doret  dy  resteront  engagées  sous  ce  ra- 
<lîcal.  En  général >  quel  que  soit  le  degré  de  l'équation 
proposée,  par  rapport  k  âz,  dxy  6y ,  il  faut  qu'étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  dz,  elle  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  de  la  forme 

dz  — pdx  —  qdy  =  o. 

Des  équations  différentielles   totales   qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  (fintégrabilité. 

342.  J'ai  fait  Toir,  dans  le  n^  889 ,  qu'une  équation 
dilTérentielle  du  premier  ordre  à  trois  yariables^  de 
la  forme  JPdjc  +  Qdy -^  Rdz  =z  o  ^  ne  pouvait  être  sa- 
tisfaite par  une  fonction  de  deux  variables^  qu'autant 
que  l'équation 

était  identique  par  elle-même-,  mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x^  yy  2,  on  changera 
l'équation  proposée ,  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables,  et  déterminera  par  con- 
séquent l'une  de  celles-ci  en  fonction  de  l'autre. 
Si  l'on  avait,  par  exemple >  l'équation 

dz  xdx  +  ydy 

z  —  c       *(JP  —  a)  +  J'0'  —  hy 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus,  tant 
que  a  et  ^  ne  sont  pas  nuls,  et  qu'on  y  fît  je  =  ^  (j;), 
^  désignant  une  fonction  quelconque,  elle  se  change- 


Mk««  •  ^         ^%a^ 


494'  ,.nuiTi  tLtuatTAi 


g  —  c      jc(«— a)  «^«(«w^     .  a» — a— A' 
la  qrittme  da  éqoaUoiu  .  '' 


3««  l 


Rewton ,  dan*  son  Traïtd  des  Fluxions  (*) ,  avait  d^i 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  difiS- 
renticlles  qui  contenaient  pluiide  deux  TarîaLles;  mais 
elleafinconvcnientd'exiger  une  intégration  pour  chaque 
résultat  qu'on  veut  obtenir,  et  Monge  a  remarqué, 
en  17841  qu'on  pouvait,  par  l'inlroducliond'une  fonc* 
tion  arbitraire,  parvenir  ii  un  système  général  d'équa- 
tions qui  en  donnât  une  infiaité  de  particuliers,  a»r 
tisfaisant  tous  à  la  proposée. 

343.  Le  procédé  qne  l'on  doit  suivre  pour  int^rer 
l'équation 

par  une  seule  équation  primitiTe,  lorsque  la  chiMe  est 
possible  (340)1  conduit  aussi  à  la  solution  la  plus  générale 
que  l'on  puisse  obtenir  pour  cette  équation ,  dans  le  cas 
contraire.  En  effet ,  si  on  l'intègre  d'abord ,  en  regar- 

(•)  JVewtoni  Opuieula,i.  1,  p. 83 ,  édition  de  1J44. 
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dant  une  des  variables  qu'elle  renferme  comme  cons- 
tante^  «,  par  eierapU^que  l'on  représente  par  Ur=.  6\ 
réquation  primitive  qui  répond  à  JPd* -f- Çd^  =  o, 
que  l'on  (lifTéreniie  cette  équation  primitive,  en  fai- 
sant varier  à  la  fois  x^y  y  z.  et  C,  et  que  Ton  compare 
le  résultat  à  la  proposée,  on  arrivera  àPéquation 

dC       dt/  „ 

dl=d^""^^' 

f*,  étant  le  facteur  qui  rend  Pdx+  Qdj'  une  différen- 
tielle exacte.  A  la  vérité,  le  second  membre  ne  se 
réduira  plus  à  une  fonction  de  z  seul,  comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie, 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  l'exige  cette  condi- 
tion *,  mais  il  est  évident  qu'en  supposant  toujours  que  C 
soit  une  fonction  de  2,  l'équation  proposée  sera  salis* 
faite  par  l'équation  primitive  lJz=iC y  si  l'on  a  en 
môme  temps 

AC      àU 

faisant  donc  C  =  f{t) ,  le  système  des  équations 

[/  =  »  (s) 


satisfera  à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ç ,  et  pourra  se  particulariser  d'une  infinité 
de  maniëres  ,  en  prenant  ^  arbitrairement. 
En  appliquant  ceci  à  l'équation 

ds     xàx  -h  yiy 

que  j'ai  prise  pour  exemple  dans  le  n®  précédent,  on 


496 

«t  biHPtt 

oa  tranitn  Er±s:4*4.^  roBobtiemln  pèrcôiÉéqpièRÏ 
leciqiMtkMu    , 

IfOégf^itàon  des  équations  di^^mn^elia  par- 
'  ,tieUes  du  prendo'  ordre, 

344-  '«  **i>  paswr  «a  btilùfcme  Oai  dé  k  IfedierchB 
de*  fenctioni  de  deux  ou  d'an  pitts  grand  nomlire  dé 

variables.  Dans  ce  cas,  on  n'a  poilr  flétermïner  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelquns-uas  de  ses  cofîSSciens  dif- 
férentiels d'un  certain  ordre,  uu  une  seule  équation 
entre  eus-  Il  constitue  ce  que  l'on  appelle  Calcul  inté- 
gral aux  différences  partUUes  1  e\  qu'on  dcTrait  nom- 
mer, d'après  les  remarques  du  n*  4^,  Calcul  intégral 
aux  diff/rentielUt  partielle»  ;  car,  les  coefficieos  dif- 
férentiels, considéré)  isolément,  ne  font  connaitre 
que  les  di&crentiellcs  partielles,  et  non  pas  les  ditTé- 
rences  qui  sont  rolijet  d'un  calcul  à  part,  qu'on trourera 
dans  V Appendice  qui  termine  cet  ooTtage.  Le  coefficient 

difiërentiel  -ns^-; .  étant  multiplié  par  d*"dy', devient 

■y-;-    ^  Ai^Ay',  et  exprime  alors  la  différentielle  w»""', 

par  rapport  à  x,  de  la  dificrcntîclle  n''""  de  a,  par 
rapport  a  y ,  et  vice  vernâ. 

345.  Les  équations  dilTiTCnlicllcs  partielles  les  plus 
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simples  sont  celles  qui  ne  renferment  qu'un  seul  coef- 
ficient différentiel  exprimé  par  les  variables  indépen-. 
dantes  :  telles  sont  celles  du  2*  et  du  3*  ordre  qui  ont 
été  traitées  dans  les  n**  271 ,  277.  Au  premier  ordre, 

da 
si  l'on  a  -r-  -=/{,  R  ne  contenant  point  s,  on  mui« 
d4p 

tiplîera    par    dj:,    pour   obtenir    •r-rltfrsr/îd*,    ou- 

ûz  =  Rdx  ;  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  seulement , 
il  Tiendra 

z=/7{dx  +  C. 

Dans  ce  résultat ,  C  n'indique  pas  une  simple  constante 
arbitraire ,  mais  une  fonction  absolument  indéterminée, 
de  toutes  les  variables  autres  que  x,  que  pourrait  con- 
tenir la  fonction  z.  Si,  par  exemple,  z  dépendait  en 
même  temps  de  x  et  de  y  y  on  aurait  z  ==/Rdjr-f-9(^)  9 
en  désignant  par  ç  une  fonction  arbitraire  composée 
d'une  manière  quelconque  de  la,  variable  y  mêlée  avec 
des  constantes.  En  général, pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  s,  t^  u,  Xy  y^  etc. ,  Tinté* 

àz 
grale  de-j-  =/l,  sera  a=//ld*+ç(«,  /,  u^y^  etc.), 

parce  qu'il  est  évident  que  la  fonction  ^(«,  ^  u^y^  etc.) , 
quelle  qu'elle  soit ,  ne  variant  point  quand  x  varie,  on 

a  tou)Ours  -7-  œ=  jrf. 

Lorsque  z  entre  dans  Ry  l'équatiun 

^r /î  =  o,     OU     -r- djf  —  7îd«  =  o, 

àx  dx 

tombe  alors  dans  le  cas  général  des  équations  diffé- 
rentielles à  deux  variables  z  et  jr-,  si  on  peut  Tinté- 
Cale,  intègr.  32 


4<(» 

fjrer  par  quelqu'une 
l'on  jëiifçrtc  son  inté} 


élliDilea  prûcédentcs,  et  qni 
aie  par  V-=  const. ,  on  aan 


pour  l'ûquation  primitive  île  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion ■.  Kn  tSet,  si  l'on  diftiirentie  cette  équation  en  ne 
que  X  et  >.  le  rciallat  »era  de  4a  forme 


^fv 


-^ 


A,  «e  ^i  doone^slC?.' 


'>+??  =  «    w. 

anus  Uqaellcr  P,  Q,  Jl  contiennent  h  Is  fbii ,  x,  j 
et  »f  eal  la  plii«  géni-rale  qu'il  soit  possible  d'avoir  entre 
les  coefficiens  diffëreihieh  du  premier  ordre  p  tX  q  , 
lorsqu'ils  ne  passent  pas  le  premier  degré.  En  prenant 
la  Talenr  de  p  dam  cette  équation ,  pour  la  snbstituer 
dans  (i),  la  questiQn«era  ramenée  à  intégrer  l'équation 
Pd«— fld*  =  g(Pd)'  — Çd»)     (3), 

oJi  le  coefficient  q  est  encore  indéterminé.  It  k  pré- 
sente ici  deux  cas  :  i°.  la  composition  de  P,  Ç  «t  R^ 
peut  être  telle,  que  la  fonction  PAk  —  Adjr  ne  renferme 
que  les  varioles  s  et  x  dont  elle  contient  les  diSiren- 
tielles,  tandis  que  la  fonction  PAy — Qdc  ne  renferme 
que  je  et  j-;  1*.  l'une  OU  l'autre  de  ces  fonctions,  ou 
même  toutes  deui,  peuTent  renfermer  les  trois  va- 
riables X,  y  et  s. 

Dans  le  premier  cas,    il  existe  un   facteur  ft    qui  ' 
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rend  PAy — Çdx  différentielle  exacte  (289),  et  un 
facteur  fi  qui  opère  la  même  chose  sur  PAz  —  Ràx\ 
en  désignant  ces  différentielles  par  AM  et  dA^,  on  a 

PAy—QAx^-AM,     Pdz  —  Jidx^^,iN, 

/•  f* 

au* 
et  l'équation  (3)  derient  dJV=^ — dif ,  qui  ne  peut 

être  intégrable  k  moins  que  - —  ne  soit    une  fonction 

quelconque  de  M.  On  posera  donc  ^^  =  ^(ilf),   d'où 

dN=Ç)\M)dMf  et  en  intégrant,  il  Tiendra  iV==^(Jf), 
résultat  dans  lequel  ^  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  tu  sur  la 
formation  des  équations  différentielles  partielles  (i4^}* 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas^  j^  prends  l'équa- 
tion 

P^  +  9J^  =  nx'7 
on  en  tire 

P  =  xs   Ç  =  ^,   Rzzzrizy 
Pdjr  —  Qés  =  xdy  —  y^dx , 
Pdz  —  Rdx  =  xdz  —  nzdx  ; 

on  trouTC  par  l'intégration  des  équations 

jcd^  —  ydx  =  0,     xdz  —  nzdx  =  o , 

I         1 
que  les  facteurs  ^  et  fc   sont  respectiTcment  —,  — j^ , 

XX 

et  que  par  conséquent  M^ssr- ,  iV=  -;^  :  il  s'ensuit  donc 

X  X 

c'est-à-dire ,  que  z  est  une  fonction   homogène   en  x 
et  y,  dti '^degré  n.   En  effet,  l'équation /Mr  +  ^^=/iz 

32.  . 


lu  eu 


Jbnctioiia  boftvt-  ' 
précèdo  fouruil 
tltrux    v«^  1 


34^-  Quand  les  nriaLles  x ,  _v  ^1  ^  -'<oiit  mêlées  in- 
liilinctemcnt dans  les  fondions  Pdy — Qdx,  Pd^ — Bdx, 
il  nV»t  plus  poaiiihic  de  rendre  ces  fonctions  mtégrables , 
lOincune  eii  piirliculier ,  par  lemoj'en  de  facteurs,  pare« 
ijn'on  np  saurait  intégrer  isolement  It^s  éi]u niions 

PAy-Qt\x=o,     Pils  —  iîàx  =  o; 

car  il  i'aulbit^nreui«r()ucr(iue(nedoil  pas  être  tuppotd 

>tàat  dam  lu  première,  ni  y  dans  la  seconde;  mût 

peut  eucore  transformer  l'A^nation  (3)  en  une  autr« 

^ui,  soit  une  tlifréreuliclle  exacte   de  l.i    forme   

dA''r=f'(il/)dJ/,  pourTu  qu'on  regarde  lea  fonctions 
M  et  IV  comme  contenant  à  la  fuis  les  trois  variables' 


Dans  ce)  état  de  choses,  l'équation 
dA'=(i'(Af)d3f, 
se   développe   en  / 

qui  doit  s'accorder  avec  l'équation  (3).  Tirant  de  l'une 
et  de  fantre  la  valeur  de  d^,  et  éf^lant  les  ooeSiciens 
des  dUKrentielies  dj'Ct  d*  (SSp),  on  trauve 

-— ,(iM)_  ,()^«_j --»(") -37 


-?  = 


■♦'(«)  ^' 


La  première  de   cet  équations  laisse  arbitraire  la 
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fonction  ç>\^f)  ,  puisque  t^  est  indéterminé  j  mais  en  le 
chassant  de  la  seconde  équation ,  on  change  celle-ci  en 

et  comme  il  y  a  deux  fonctions  inconnues  M  et  N,  on 
pourra  partager  cette  dernifere  équation  en. deux  aulresi 
en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  qui  est  multi- 
pliée par  ^'{M)n  On  aura  de  cette  manière 

AM      QAM      RàM  _ 

"dJ+pl^  +  p-dT  — ^' 

AN  .   QAN  .   fld^ 
àx^  P  Ay^  P  A%~    ' 

or^  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  821,  les  équations 
ci-dessus  établissent  que  M=say  N=.  ^sont  les  inté- 
grales du  système  d'équations  différentielles 

Ay  —  ^  d«=:  o,     d«  — p  da?  =  o, 

qui  revient  à 

PAy—QAxziio,    PAz'-RAx  =  o     (4): 

c'est  donc  à  l'intégration  de  ce  système  que  se  réduit 
ici  la  détermination  Aea  fonctions  M  et  /V. 
Prenons  pour  exemple  l'équation 

xp  +  gq  =  '~  y, 

on  en  tire  d'abord 

xAy  —  xAx  =  0 ,    xA;l+  yAx  =  o     (40 , 
équations  dont  aucune  n'est  intégrable  en  particulier  - 
mais ,  comme  l'a  remarqué  Monge^  il  n'est  pas  néces- 
saire de  descendre  jusqu'au  second  ordre  pour  en  dé- 
duire des  différentielles  exactes  :  il  suffit  d'éliminer  Axy 


S»>  TBAtri.  itLilÉlMTJkni 

M  ^n  donne 


1 


j|d>+d*^a — ^^o,    on    i^  ,  + — a 

i-mattint  poar  a  «  nlevr,  «t  puMOt  ua  WMi 


"^""~  v^rï+r' 


d'oii  l'on  conclut 


Vi'+W 


pour  l'intégrale  de   l'équation   différentielle  partielle 
proposée. 

348-  On  facilite  beaucoup,  dans  on  grand  nombre 
de  caa,  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tietln  dn  premier  ordre,  à  trois  variables  ,  en  lespar- 
tsigeant  en  deux  autres ,  par  l'introduction  d'une  quan- 
tité indéterminée,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exempte 

Soit  l'équation  f(j7,  x)  =  F  (^  ,  ^  );  si  l'on  jaît 
f  (p,  j)  =  «,  on  aura  en  même  temps  F  (9,^)=:  «,  et 
l'on  en  titera  les  équations 

?=f,(.,»),   j=r,(.,,,). 
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• 

f^  et  F^  étant  des  fonctions  déduites  de  celles  que  dé* 
si{;nent  f  et  F.  L'équation  d%=pdx  "j-gày, deviendra 

d«  =  dxf/ir,  *)+dyF/ir,:K); 
mais  si  l'on  représente  les  intégrales 

prises  en  n'ayant  égard  qu'aux  yariables  x  et  y^  par 
P  et  Qf  ces  dernières  quantités  étanl  aussi  des  fonQ< 
tîons  de  n,  il  viendra 

darf  r* ,  x)  -^  ix=iP—~  àm , 

ax  d« 

et  par  conséquent 

d.=dP+de-(g+-^2)a.. 

Cette  dernière  équation  ne  peut  devenir  diiFérentielle 
exacte ,  que  par  la  supposition  de 


dP  ,  dQ         ,,  , 


d'où  il   suit 


/c 


on  aura  donc 

équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  m ,  lorsque 
la  fonction  arbitraire  ^(«r)  sera  déterminée. 
11  suffit  souvent  de  substituer  dans  l'équation 

dz:=pdx+qdyy 


ponnt  «r^) + yss^'C^) ,  il  en  itfMlto 


on  troofii 


(*)  MnpgB  <  IW,  par  dt»  eo^tidénrrtoBi  lièt 
graiion  dci  é^oattèoi  diftmtidici  fartiflllct  avec  la  _ 
rariaect.  (  Fofn  ta  Géomtéirie  anafytkftu.)  L'anaJo^  daa 
sojeu  se  montre  aatsi  par  les  forme»  d'intcgralet  aor  lesquelles  aolto 
sommes  tomb^  dans  ce  qui  précède.  L'équaiion  IV=^p(M)  (34?)  se 
rapporte  au  mode  de  genëraCloo  indiqné  dans  le  n*  i4t  i  iKf  ssa, 
iV  =  f  (a)  =  &>  sont  les  équations  des  li^nea»  dont  se  composent  les 
surfaces  correspondantes  à  iVquaùon  differeotielle  partielle  proposa, 
et  qui  se  succèdent  suivant  la  loi  exprimée  par  la  forme  de  la  fonc^ 
tion  p. 

La  seconde  forme  d'intégrale  obtenue  dans  le  n*  précisent ,  re^ 
pontl  an  mode  assigne'  dans  le  n*  i6a,  pour  la  ge'nération  des  sur- 
faces deVeloppabIcs ,  auxquelles  se  rapporte  le  second  exemple. . . 
p  =  f(</).  L*intc{;rale  étant  alors  exprimée  par  deux  équations  de  1a 
forme 

représente  les  intersections  successives  d^onc  suite  de  surfaces  tirées 
de  Féquatjon  A^=  o',  par  la  variation  de  la  quantité  s»,  et  appar- 
tient par  conséquent  k  la  limite  de  toutes  ces  intersections  :  cette 
limite  est  donc  formée  de  lignes  dont  la  nature  est  donnée  par  les 
deux  équations  qui  composent  rintcgrule,  lorsqu'on  a  particularise 
la  fonction  arbitraire.  Monge  nomme  ces  lignes  carae^ristigues^ 
et  appelle  $ttrfaeeê  enveloppe* ,  celles  qni  résultent  du  système 
(féquations  considéré  en  dernier  lieu. 


m  cAiiCui*  liiT^aAu  5o5 

De  Fintégration  des    équations  différentielles 
partielles  des  ordres  supérieurs  au  premier . 

349*  Au  second  ordre ,  les  coeffîcîens  différentîris 
sont  au  nombre  de  trois  pour  une  fonction  de  deux  va- 
riables j  et  une  équation  différentielle  partielle  du  même 
ordre  exprime  en  général  une  relation  entre  les  yariabics 
indépendantes ,  la  fonction  cbercbée  et  ses  coeIRciens 
différentiels,  tant  du  second  ordre  que  du  premier. 
Dans  un  ordre  quelconque,  cette  relation  peut  embras- 
ser, avec  les  variables,  tous  les  coeificiens  différentiek 
depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  celui  de  l'équation  in- 
clusivement. J'en  rapporterai  d'abord  quelques-unes  qui 
s'abaissent  à  des  ordres  inférieurs. 

I**.  Toute  équation  à  trois  variables  qui  est  de  la 
forme 

t  d^     d"-^'g      a''-^^s  dJ|+'[^) 

l'"'-'''  d^-'   àxày^'  d:r%-'"-*di^d:K'i        ""' 

s'abaisse  sur-le-champ,  de  l'ordre  17*4-»  à  l'ordn»  //», 

d"a 
en  faisant^— ^  =  i;,  parce  qu'elle  se  change  en 


{- 


On  y  doit  supposer  alors  y  constant ,  puisque  tous  les 
^cocfficiens  différentiels  de  v  qui  s'y  trouvent  sont  relatifs 
i  jf,  et  elle  peut  par  conséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu'entre  les  deux  variables  x  et  v\  mais  il 
est  évident  que  pour  donnner  à  l'expression  de  f^  toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible ,  il  sera  néces- 
saire de  remplacer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle 
doit  renfermer,  par  autant  de  fonctions  arbitraires  de  la 
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5a6  thaitA  iLÉMHMTAuut 

varialilr^,  prise  d'aliord  puur  constante.  Ayant  obtena 

V,  on  remonte  à  i,  par  le  moyen  de  l'éqoalioa  —-=1', 

dam  laquelle  on  doit  alors  regarder  x  comme  oaaa- 
taut ,  et  qui,  devenant  par  là  une  équation  Je  l'ordre 
neutre  dnux  variables  seulement,  pourra  se  traiter  aioiî 
que  les  équation»  de  ce  genre,  en  observant  nêanmoÎDi 
de  cli.iugcT  en  fonctions  arbitraires  de X,  les  n  constante» 
arbitmires  introduites  par  cette  nouvelle  întégrAtig^i^ 
^.  |Lh  dqMtioM  da.U  forma . 

'(.'•'•••S'a?*- •  •??;^?'    ,: 

■    '  tf          iM  à*M  ,     'i'^-il^  ■ '""  , ." 
A'* '»  *' a?»  3/ 55)="*' 

peurevt  toujours  être  traitées  immécliatenient ,  comme 
a*!!  n'y  entrait  que  deux  variables,  saToir,  x  et  s  dan» 
la  premih-e,  y  et  i  dans  la  seconde;  et  après  l'intégra- 
tion, on  substituera  aux  constantes,  dans  l'une,  des 
fonctions  de  ^  ,  et  dans  l'autre ,  des  fonctions  de  »i 
lies  équations  du  second  ordre, 

Awly^      d«        ^'     didy^^  dy       ^' 
dsnt  lesquelles  P  et   Q  ne  contiennent  que  x  et  y, 
se  rapportent  à  la  première  forme.  En  faisant  y—  =  *>, 

la  première  devient  -p-f-P*'=Q,  équatioii du  premier 

degré  et  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  TBriables  <• 
cl  y,  et  dont  l'intégrale  est 


••• 


■■• 


•  ■ 


•  •••■Mit  ••• 


•    ••     • 


•   • 


•  t        » 


•«•      •••taMi-««« 


•   •■■  •        • 


••  •  •••  •>  ••       !•«••• 


'   ■•••  •       t 


• 


•  •  •  •       •  • 


••  • 


•  ••■• 


•   ■  • 


•       •   «• 


■  ••        •••••••  ■•■•     •        •-■         •«.      .•étMt. 


•         •  ••■ 


il  ■  I    ■  tKAItI  it-KlUKTAI 

I  Bfc'trairgs  ducs  k    boii   iiité^intio»   serORi   iloij 
H  p  de  v  1  un  ufiéreru  de  In  méiae  loantère  sur  û> 

lE.-. — ao,  par  rapport  ans  varial>lc«  _r  Pt  a ,  «t  on  chitii- 
■va  ;  constantes  urbitraireu  L'a  fouctiofii  Je  x.  Pour 
fte  donner  que  le  cas  l«  plus  «impie,  je  réduirai  les 
iquatiuna  proposées  à 

el  ie  tupposerai  que  Q  ne  contienne  que  xn  ri  les 
larmules  du  n°  i^î  donneront  i  m  m  éd  in  te  ment 

»  =/d*/Qd*  +  O -h  C,  z=fi]yfQdy+  Cy  +  C. 
d'où  l'on  conclura 

35o.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  aenleiQeDt 
lei  équations  où  tous  les  coeEGcieDS  différentiel ■  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier' degré;  et  pour  ainiplî> 
fier  les  calculs,  je  ferai  usage  des  dénomiiuttoiii  sui- 
da =:jDd*    +  ydj-, 

d/>3=rdx    +  *dy,       dy=«d*  +  fcily, 
d'«  =  dpd»  +  dydy  ^  nJ**  +  2«d*dy  +  idy*» 
déjà  employées  dant  le  n"  i44- 

L'équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  et 
à  trois  Tariables,  considérée  dans  le  cas^génénJ, 
ne  peut  donner  que  l'nprcssion  de  l'un  des  coeffi- 
cicns  r,  a,  t,  en  fouction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tité«;i,7,x,^,  s,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  détemiino- 
les  différentielles  d/>  et  d^.  On  peut  aussi,  an  mojen 
de  oe«  différentielles,  éliminer  de  l'équation  proposés, 
deux  des  trois  cocfficiens  r,  s,  t,  et  le  résultat   sera   le 


•  ••       %   •••  -    ■  «   •••      ••    ■  •■•••• 

•  f»     ••      .    •«•        ^    fit         Ha  'IC^     •        •  •       • 
•••■••••ir****     ••        •              •    •     •    •        •••• 


>•  •     •••  ■     •••    • 
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I     • 


t     ••■  «M    •     •■ 


^4 


■  ■  ■ 


«  -       • 


M     -  •• 
Mtl- 


•    ■••••••  •    ■     •  l>        ■ 


• ••  •  • • 


•  ••  ••■  •  •  •  ••••  ••    ■ 
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■  •    ^  I 
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L  tantes  arbitraires  duns  k  mmi  intégmtîon  «eroal  dct, 
[  foiictioii«  t)p  T/  :  on  opérera  de  U  même  manière  sur  la 
P  ileuxiëine,  par  rap^rt  aux  vsrinMca  yvt  *,  pt.  nn  chun- 
gara  les  constantes  arbilraJreit  i>n  fatictions  iln  x.  Pour 
r  ne  donner  que  le  cas  le  plus  «impie,  je  rédnimi  let 
'    F   équatiuiis  proposais  à 

,       tt  je  tupposerai  qUA   Q  ne  contieune  tjue  *  rt  .y  i  le*  ] 
<  .  L  formules  du  n"  241  donneront  immédiatement 

v-f     *=/d*/C>d:t-fC.v+C',    z=fdyfQày+CyA 

:  F  d'où  l'o  

35o.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  lenleiQeDt 
les  équations  où  tous  les  coeEBcient  différentiel >  de 
cet  nrdre  ne  sont  qu'au  premier* degré;  et  pour  simpll- 
fier  les  calculs ,  je  ferai  usage  des  dénomiuttoui  >vi- 

d«  =/jd*    -f-  jdy, 

dpz=rdx    +  tdy,       àq^sds-^tdy, 
d"»  =  dpdi  +  dyd^  =  ni*' +  asdïdy  +  idy*, 
déjà  employées  dans  le  n"  i44- 

L'équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  «t 
k  trois  Tariables ,  considérée  dans  le  eu.  général, 
ne  peut  donner  que  l'exprcssiun  de  l'un  des  coeffi- 
cicns  r,  s,  t,  eu  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités p,  q,  x,y,  a,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
les  difiërectlelles  c[j>  et  d^.  On  peut  aussi,  an  moyen 
de  ces  difiërentielles,  éliminer  de  l'équatios  propoaée, 
deux  des  trois  coefficims  r,  g,  t,  et  le  résitlliit   swa   la 
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taatGs  arbilmircs  due»  à    m-Hi    in%rution   «eroni  < 
funcliou»  ili'  _)>  :  on  (ipérera  de  In  itiêuie  nuniùre  sur  1x4 
druiiëiae,  par  rap]iort  aux  vari^ibles  y  rt  t,  et  on  chAD<l 
gva  leK  constanlei  arbitraires  ea  foncliunsile  x.    Pour  I 

iiraple,  je  rédsir 
équatiuiis  proposées  à 


Bt  j«  «uppoaerai  que    Q  ne  contienne  que  ar  et  .>' j  te* 
formules  du  n"  t^i  donneront  innnédiatcracnt 

i=fâxfQih+Cx+C-,    ,=rdyfQdy+Cy.  +  C\    à 
d'où  l'on  conclura  | 

^=rdxrQâ^+xç{y)+^y) ,    . ^fdyfQ^^y+y^M-H'i')- 
35o.  Dansie  lecond  ordre,  je  considérerai  lenleipent 
lei  équations  oii  tous    les   coefficiens  différentiels  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier' degré  ^  et  pour  simplî-  ' 
fier  les  calculs,   je  ferai  usage  des  dénominatîoiu  rai- 
ds =^pdK   -t*  ^4yt 

dp^rdx    +  sây,       àg^eàx  +  tdy, 
d't  =  Apâx  +  dqdy  =  rda*  +  asdjtdy  +  (dj-», 
d^  employées  dans  le  q°  i44- 

L'équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  el 
à  trois  variable,  considérée  dans  lé  eu. général, 
ne  peut  donner  que  l'esprcstion  de  l'un  des  coeffi- 
ciens r,  «,  t,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités/), j,x,^,  s,  ce  qui  ne  suffît  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  d/>  et  djr.  On  peut  aussi,  au  laoyea 
de  ces  différentielles,  élimioer  dts  l'équation  proposée, 
deux  des  trois  coefficiens  r,  i,  t,  et  le  résistât   sera  U 
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arbitraire»  du»  t  ton  intégration  tcronl  <ta| 
ut  de  y  :  on  iipérrn  de  In  incuin  manière  sur  U' 
ne,  par  ruppnrl  am  variables  y  el  s,  Hoa chiin* 
iconstantes  arbitraire),  vn  fonction»  de  x.    Pour 

mer  que  le  cas  le  plu»  «impie,  je  réduirai  (es 

tma  proposées  à 

S  =  «.  S?  =  «. 

l-'Vt  je  «upposerui  quo   Q  ne  l'onlïeniie  que  y  i?t  ,r  ;  le 
P'formules  du  ii"  241  donneront  ininii^iliatement 

,=p.fQ,y  +  Cx+C,   ,=/dyfQiit+q,,+  C, 

d'où  l'on  cunclura 

35o.  Dam  le  lecond  ordre,  je  considérerai  aenleqient 
lei  équationi  ofi  tous  tes  coefficiens  différentiels  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier  degré;  et  pour  aimpli- 
fier  '  les  calculs ,  ie  ferai  usage  des  dénominatioas  nî- 
vantes  : 

ds  =f:pdM    +  jdy, 

d^=rdjc    +  ady,       àq^sdx  +  tiy, 
d'»  =  dpdx  +  àqdy  =  ^i"  +  asdjpdj'  +  tdy', 
dê^  employées  dans  le  n"  i44- 

L'équation  différentielle  partielle  du  seciHid  ordre  et 
à  trois  variables,  considérée  dans  lê  cas. général, 
ne  peut  donner  que  l'exprcssiun  de  l'un  des  coeffi- 
ciens  r,  s,  t,  en  fonction  de»  deux  autres  et. des  quan- 
tités/), j,  jt.j',  s,  ce  qui  ne  «uflit  pas  pour  détenniner 
les  différentielles  dp  et  d^.  On  peut  aussi,  an  moyen 
de  oes  diflërentîellea,  élioniaer  de  l'équation  proposée . 
deux  des  trois  coeflictena  r,  1,  t,  et  le  résultat  sera  la 
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IlUtoni  'me  la  quantité  m  ;  niuttanl  easuitfi  paav  ây  s 


î  des  Taleurs  dont  i 
{•Wttéi:    I  d'^uattona  de  la  forme 


dy  —  mùx^o 


L'::} 


auquel  il  faudra  joiudre  l'équatioD 
>  d*=pdj( +'/dj', 

|'l|ni  esprinie  la  relation  qu'ont  av^c  la  ronctions,  lea 
iiDorlTicienB  j}  et  q- 

1^  Cela  (luaé,  »i  lex  uqualiûiia  M^a,  A'^i  satisfont  j 
Iaiix  éi)Uations  (i),  et  igur  alau^  leurs  diU'creotiellrs  I 
dâf  ,    ,  djK,    ,  dAf  j    .   dM  .    ,  dAf , 


dlV  dW  , 

dï '"'+3/ •'■''+ 


■d,' 


dp  "'^  d^  • 
on  mette  au  lieu  de  ds  sa  valeur  ^dx  +  ^df,  et  an 
lieu  de  iy  et  de  iq ,  celles  que  doiineot  les  éqoji* 
lions  (i),  les  résultantes 


/itr  ,       dM  ,  ,     ,        ,daf  ,    T'n.diKN  . 

(-dr+'»-d7 +'''+''">-dr+ ^  di")"^ 

.   /dM      Hmd3f\  , 

+  (-3^ -TFdi-) ''''  =  • 


,  /-dif      «m  d«\-. 


devront  être  identiques  ,  chacune  en  particulier,  et  >e 
partager,  par  conséquent  dans  le*  luÎTantM  : 
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relation  que  cette  équation  suppose  entre  àp  et  t]q  : 
c'est  ce  procédé  que  Monge  a  suÎTi. 
Je  rappliquerai  à  l'équation 

Rr+Ss+  Ti=F, 

où  je  supposerai  que  les  quantités  R,  S,  T  et  /^ 
renferment,  d'une  manière  quelconque,  x,  y,  z,  p 
et  q.  En  y  substituant  les  valeurs  de  r.eide  t,  tirées 
des  équations 

(]p  =  nlx  +  8i\y  y     ûq  =  adx  +  U\y , 

el  qui  sont 

d/> —  fidj'               dy  —  sdx 
r  = j ,     ^  = T"*— > 

on    trouve 

/?djodj'+  Tilqôx'^ri\xdy=s(Rdy^^Sâxily  +  Tâx*) , 

équation  dont  il  semble  qu'il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  deux  membres,  à  cause  du  coefficient  diffé- 
rentiel indéterminé  «,  qui  multiplie  le  second  ;  mais 
ici,  comme  dans  le  n^  347 1  ^'  suifit  de  parvenir  k  deux 
équations  primitives  3î  =  a,  iV=6,qui  satisfassent  en 
même  temps  aux  équations 

Rdpdy  +  Tdqdx  —  Vdxdy  =  o , 
Hdy  "  —  Sdsdy  +  Tdx"  =  o  ; 

rintégrale  de  la  proposée  sera  encore  N=iç{M)» 

Pour  le  démontrer ,  je  transforme  d'abord  les  équa- 
tions précédentes*  en  d'autres  o&  les  différentielles  ne 
montent  qu'au  premier  degré ,  et  pour  cela  je  fais 
dy^=mdx,hii  secbnde  de  ces  équations  devenant,  après 
la  substitution, 

Rin'''-'Sm+  T=o (^), 


5ii  ««Airé-  hàtimtnxam 

en  ftiunt 


SiPoBremel  nlx-f-^ly  et  «d«  +  ^4^ t  P<^*v  dp  pi  df , 
et  qae  Ton  égale  à  séro  œ  qai  multiplie  chacne  des 
diffi&natiellci  indépendantes  as  et  d!y»  «n  nMeadra 

/lj»r+  T**—^»  =  —  •!»,    itiiu+  7Va«; 

puis  en  tirant  de  ces  équAtiont  les  valeurs  des  ooeffi- 
fciens  dîKrentiels  r  et  f,  pour  les  aubstitner  dans  la 
proposée,  elle  devîi^dra ,  après  les  rédnotiotu, 

et,  en  vertu  de  l'équation  (^),eUe  sera  satis£aite  in-» 
rjépendamraent  des  quautités  m  et  s. 

Le  théorème  démontré  ci-dessus  ,  ainsi  que  ses  ana- 
logues dans  les  ordres  supérieurs,  n'a  pas  la  même 
généralité  que  celui  du  n°  3^7;  car  il  faut  bien  re- 
marquer que  les  équations  (i)  peuvent  renfermer  à  la 
fois  les  cinq  variables  x,  j,  a,  p  et  q^  et  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  d«  =/jd*-f- j4r>  ^^  ^^ 
saurait  parvenir,  par  l'élimination,  qu'à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables ,  laquelle  par  conséquent 
ne  pourrait  dériver  d'une  seule  équation  primitive, 
que  sous  certaines  conditions  (Sdg).  Ou  se  tromperait 
néanmoins  si  l'on  concluait  de  là  que  quand  les  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies, 
l'équatioil  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
même  dériver  d'une  seule  équation  primitive;  mais  pour 
parvenir  à  son  intégrale,  il  faut  avoir  recours  à  d'autres 


Étt  CALCUL  INTiOBAL.  5t3 

^rocédé^  i  et  le  plas  souTent  on  n'arrÎTe  qu'à  un  déTelop- 
poment  en  série>comme  on  le  Terra  plus  loin  (352^  353). 

35 1.  Soit;  pour  exemple  ;  Inéquation 

j4r  +  B8  +  Ct=p^, 

clans  laquelle  A ,  B  et  C  sont  constans ,  et  ^  est  une 
fonction  de  x  et  de  y.  L'équation  (^)  devient  pour 
ce  cas  A  m*  — -  Bm  +  C=o  ;  ses  racines ,  que  je  dési-^ 
gnerai  par  mf  et  m"^  étant  constantes  »  fournissent  deux 
fijstèmes  d'équations  (i)  qui  donnent^  par  l'intégration  | 

Jm'p  +  Cq—  TnfVàx^b  J' 

et  oii  l'intégrale/Pdar  ne  dépend  que  d'une  seule  variable 
parce  qu'on  peut  cbasser  y  de  f^^  au  moyen  de  sa 
Taleur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque  sys- 
tème :  on  a  donc  en  même  temps  les  deux  intégrales 
premières  de  la  proposée , 

Arrip  +  Cq  —  mfFàx  =  ç(y  —  m'x) , 
AmTp  +  Cq  —  mY/^dar  =  ^I/(^  —  /»"*); 

et  en  intégrant  l'une  quelconque  de  ces  équations ,  on 
arrive  à  l'intégrale  seconde. 

Si  l'on  prend  la  première ,  par  exemple  ^  elle  donne 

C  \ 

c 

on  peut;  pour  simplier,  mettre  tti''  au  lieu  de-r— ;, 

t     ^ 

puîsqn'en  tertu  de  l'équation  {A) ,  m^m"  =  ^;  et  en 

Cale,  intêgr.  33 


r 
I 


difEJroaticIloiwrtiBlIc  pr«po*éc  hp  puisse  pai  être  in- 
(égrée, et  même  d'une  iiiuriiére  très  générale.  Si  d'abord 
l'on  y  fait  »  =  y*»"'"*"*',  Im  letlrcj  ji,inei  n  <Jc>iga«Rt 
dos  fioiistantcsinilcterminéci.le  coefficient  -^  et  Tcxpo- 
ncnticlle  disparaîtront,  et  il  ne  restera  que  l'éijuatioQ 
B  deux  tnconnues 

k  Isqaene  on  ponrr»  satisfaire  d'une  iniînilé  de  ma- 
nières. Si  l'on  se  donne  m  ,  on  en  déduira  IVipressioD 

nai  ffrifîe  l'cquftiion  proposée,  quelles  que  soient  lot 

^«lenrs  de  j1  et  de  m  :  si  donc  on  prend  pour  ces  qiuih^l 

titis  une  suite  inlînie  de  valeurs  ^ 

jf, ,  m,,  jft I  irit ,  jfj ,  ms ,  etc. t 
on  trontera  autant  d'eipressions,  dont  la  somma  n- 
tisfera  encore  k  la  proposée  (Sog) ,  en  sorte  qu'on  au» 

+-rf^'^"''J'  +  etc., 
série  A  laquelle  on  pourra  donner  autant  de  termes 
qu'on  Tondra. 

Si  Ton  aTait  pris  m  pour  inconnue,  il  en  Beraitr6> 
suite 

m  =  ±l/n     et     ,=  jf^'^+V, 

d'oh  l'on  anrait  pa  dédaïre  pour  s  deux  lAries  dlSë- 
reotes  en  apparence ,  saToir, 

M:=Ae'^-*^f   +J,*'^-+'''^    +etc, 
'  mail  cet  réiuluta  ne  sont  pu  plus  génémix  que   le 


BB  eALCUL  INTWBAL.  5l7 

premier,  puisqu'on  peut  donner  k  m  des  Taleors  néga-« 
tires  aussi  bien  que  des  Talenrs  positives. 

353.  La  place  avait  cru  d*abord  que  Féquation 
proposée  ne  pouvait  admettre  de  fonctions  ailiitraires 
dans  son  intégrale  y  M.  Paoli  a  le  premier  reconnu  le 
contraire,  lorsque  cette  intégrale  était  développée  en' 
série  y  suivant  les  puissances  de  y.  En  effet,  si  Pon 
pose 

'^tQp^f  ^  désignant  des  fonctions  de  x,  on  aura 
é!î  _  4!£  4.  Ë:«  y  4.  *:«  v«  4.  etc. 

gî=  Q  +iRy    +3Sj^    +eto., 
d'oh  Pon  conclura 

et  comme  rien  ne  détermine  P ,  on  peut  le  supposer 
égal  à  une  fonction  arbitraire  de  x  :  on  aura  ainsi 


oh 


M  =  (p{x)  +  ç\x)^  +  ç'^ix)  ^  +  etc. , 


Si  l'on  développait  l'intégrale  suivant  les  puisaan^oes 
de  AT ,  en  posant 

^  =  P+Qx  +  Rx*  +  &'  +  etc. , 

Pf  QfRf'Sf  etc.  désignant  alors  des  fonctions  de  y  » 
les  deux  premiers  coeflBciens  P,  Q  resteraient  indé- 
terminés, et  l'on  pourrait  par  tonséquent  introduire 


SA  TiuiTi  h.bmsvTAMtB 

dnn*  t'en |>ivMiân liez,  deux  foiivlîon»  arliitia 

M.  i'bisson  a  montré  (]ue  ce  icmnd  résultat  u'ùtiiitâi 

plu»  général  que  le  premier,  et  que  la  même  cîrcdnstiij)Gëî~ 

«'offrait  dans  toute  équation  qui    ne  contenait  pas  rn 

même  lemps  les  deux  coetlîcien»  iliS'crentiels  «le   son 

ordre ,  pris  par  rapport  à  x  «cuit:  et  ii  y  seul  ("}- 

354.  Ce  qui  précède  suffit  pour  prouTcr  qu'on  no 
doit  pas  établir  udc  analogie  txmiplètc  entre  le5  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  Jes  iutégi'ales  des 
équations  diScrenti elles  partielles,  et  les  con^tanlcs 
des  intégrales  dci  équations  différentiel  tes  ordi- 
naires t^93)>  Le  nombre  des  première!;  n'est  pas  lou< 
jours  égal  à  l'exposant  de  Tordre  de  l'équatïon  diffé- 
rentielle partielle  proposci;. 

Celle  remarque  peul  se  fiiircdii'ectcmciit  sur  rùliiniiia- 
tion  des  fonctions  arbitraires ,  entre  les  équations  primw 
tiïes  et  leurs  différentielles  partielles  (i4o)  ;  carsoit  ii^=çty 
une  équation  contenant,  bvec  les  vilriablesx,  jj  a,  deux 
fonctions  arbitraires  fCs),i('(0  des  quantités  s  et  f  don- 
nées CD  X,  y,  T\  rilW  passe  aux  différentielles  prsmiirea 
et  secondeStSuiTatitceqni  a  été  prescrit  dans  isn^xS^, 
QD  trouTcra  cinq  nouvelles  équations,  savoir, 

d«      ,     '        dw 
-î-=o,  -î-  =  0, 

d\/_         ^_         ^  , 

djt»  *      AxAy  '      dy*  '  ■ 

«t  Fob  aura  introduit  les  quatre  fonctions 


d»(0 
da 


d4C0  _ 


tit 


=  ?'(«), 


r 
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on  aura  donc  à  éliminer  six  fonctions  inconnues,  c'est-à- 
dire  autant  qu'on  a  d'équations ,  ce  qui  ne  pourra 
se  faire  que  dans  le  cas  où  y  par  la  forme  p^tîculiëre 
de  l'équation  2^=0,  deux  de  ces  fonctions  disparaî- 
tront en  même  temps. 

355.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  diSërentielles  partielles,  se 
déterminent ,  en  supposant  que  la  fonction  %  prenne  des 
formes  particulières  1  lorsqu'on  assigne  des  relations 
entre  les  variables  y  et  x.  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination ,  dans  les  cas  les  plus  simples. 

l^  Si  l'on  a  i:=:Mç{F) ,  M  et  ^désignant  des  fonc- 
tions données  enxy  yetz,  et  qu'on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  ç ,  de  ma- 
nière qu'en  posant  F(*,  y,  «)  =  o,  on  ait  en  même 
temps  f(*,  y,  z)=zo,  les  caractéristiques  F  et  f  dé- 
signant des  fonctions  connues,  on  fera  /^=  ^,  et  Ton 
cx>mbinera  les  trois  équations 

F  =  iy     F(x,  yys)=o,     {(xyy,z)  =  o, 

pour  en  tirer  des  valeurs  de  x ,  y  et  z,  en  t^  subs^ 
tituant  ces  valeurs  dans  M ,  qui  deviendra  une  fonc- 
tion de  t,  que  je  désigne  par  T,  on  aura 

i  =  rç>(0,     ou    f(/)=^, 

et  la  fonction  ç  sera  par  conséquent  déterminée,  si  l'on 
remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  T,  leur 
valeur  en  Xy  y  et  z. 
a*.  Soit 

comme  il  j  a  deux  fonctions  à  déterminer,  il  faut  qu'il 
j  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

¥{x,  y,  s)  =  o  donne   f (x,  y,  z)  =  o, 


I 
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et  (jua       F'C*.  j',s)  =  o  donne  i"\*,^.«)=o. 

Faisant  toujours  f  =  f,  et  tirant  dos  treU  é<]UBtiotu 

les  voleur»  de  *,  y,  *  en  t,  on  elisngçr»  H,  N 
en  fonctions  ile  i  ;  et  dcsignant  par  7'  et  fi  ce*  Umo- 
tions  ,  on  nura  4 

I=:7!pCO  +  »4tO CO-  I 

Ou  combinera  ensuite  les  Équations 

pour  en  déduire  des  valeur»  de  x,  y,  s  en  <,  alîn  de  U'ans-.  , 
former  encore  M  et  A'  ca  fondions  de  celte  seule  Ta-  1 
ridble  ;  et  si  les  résultats  sont  rcprCstrités  par  T'  et  (',  il  \ 
viendra 

.  =  '/"<pW  +  5'4W (=)■ 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (a)  on  déterminera  les 
fonctions  9  el-^ea  t,  puis  on  rcinellra  à  la  place  de  * 
sa  valeur  P'  (*). 

De  la  méthode  des  variations. 

Rechtrcht  d»  la  variation  d'une  Jbnclion  qaéUonqiu. 

356.  Toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel 
présentées  précédemment,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  conslaniment  la  même  dans  le- 
cours  de  la  ([oestion-,  mais  il  y  a  divers gecresde  pro- 

(']  U  di'teralnallon  dci  Tniiclinni  arkUrairei  retient  &  faire 
pngicr  par  <1ci  courbes  ilonnc«> .  k>  turfncu  qui  rcprctcBleot  Ir^ 
fi]ualian>  propai»* ;  cl  cet  courLci  piuvcnl  llte  continae*  oa  dig- 
conliniia,  ninii  que  Ict  fonciioni  clli'i-méniri.  Si  îct  fancûont  « 
et  4  dcpeiiitaicat  de  quanlilci  diffcrentc*,  on  De|>aDrrai[  plm  pro; 
p^er  comme  ckleuui.  {F'oyet  lel'raiié  ia-f",  t.  iU ,  p.  ^8  ) 
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lilèmes  pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  eettejlépen- 
dance  change  :  en  voici  un  exemple.  Quand  V  désigna 
une  fonction  contenant  x,  y  et  les  coefficiens  différen- 
tiels de  yj  l'intégrale  fFéx  est  susceptible ,  entre  les 
méines  valeurs  de  x^  d'une  infinité  de  valeurs  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  entre  x  et  ^  ;  en  sorte 
qu'on  peut   demander    quelle    est,  parmi  toutes  les 
relations  possibles,   celle    qui   fait  prendre  à  l'inté- 
grale fyàx^  entre  les  limites  données,  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur.  L'intégrale /^dx,  lorsqu'on 
ne  particularise  pas  la  relation  de  j^à  x ,  exprimant  la 
mesure  d'une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes, 
on  demande  alors  pour  quelle  courbe  cette  propriété 
est  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  visible  que  si 
CE  y  fig.  60,  représente  cette  courbe,  il  faudra  que  ric.Co. 
pour  toute  autre,  yi,  l'intégrale  //^dxait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas,  et  j^us  grande  dans 
le  second.  Pour  satisfaire  à  cette  condition,  la  pre- 
xniëre  cbose  à  cliercbcr  est  la  diUérence  qu'un  chan- 
gement quelconque  dans  la  relation  de  ^^^  à  x,  ou  dans 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente^cette,  relation , 
produit  sur  l'intégrale  fFàx,  Ce  changement  s'exprime 
en  faisant  varier  y  indépendamment  de  x\  car  lorsque 
Ton  considère  deux  courbes  CE  et  yt ,  la  même  abscisse 
j4P  répond  à  deux   ordonnées  PM  et  P^,'^  et  leur 
différence  Af/cdoit  être  distinguée  desTdiffcrences  M'R 
et  ftf,  qui  ont  lien  entre  deux  ordonnées  consécutives 
prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange,  qui  marqua  le  commencement  de  sa  car- 
rière parla  découverte  du  Calcul  des  variations,  en  a  fait 
aussi  à  la  mécanique  une  application  delà  plus  haute 
importance,  dont  on  saisira  facilement  le  but,  si  l'on  ob- 
serve qu'on  peut  considérer  les  coordonnées  des  différent 


f 


I 
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poinUiI'uii  «irps  (iiii  s<;iMnut,soit  |)our  comparerai! 
même  instant  (IfUi  piinta  de  ce  corps,  soit  pnur  comparer 
deux  poïitions  coTisécutivcs  du  mJrae  point.  Dans  l'un 
de  C08  cj«,  il  n'y  a  entre  les  coordonnées,  de  diJpcii- 
daiice  que  celle  qui  résulte  àei  surfaces  qui  terminent 
le  corps;  dans  l'nutre,  les  coordonnées  changent  suî- 
rant  les  conditions  du  mouvement  établi,  cl  avec  une 
variable  nouvelle  qttt  est  la  mesure  du  tempi;  voilà 
donc  encore  di'us  manière»  de  faire  varier  Ira  mjmea 
quantit^jc ,  qu'il  est  à  propos  de  marquer  par  des  signe» 
d  îsti  ne  t3<  Celle  de  ces  maaièrcs  qui  succède  à  l'autre, 
constitue  le'  Calcul  drs  f^aria lions  ^  dont  on  ne  peut 
embrasser  le*  divers  usages  qu'en  le  regardant  comme 
ayant  pour  but  de  ai ffé rentier  souê  un  noucéau  point 
lie  nue ,  des  /juanlilès  qui  oui  déjà  èlè  dijfàttnlièm  sotii 
un  autre  :  on  établît  ensuite  dans  le  second  mode  ia 
difTérentiation  ,  l'hypollièse  convenable  à  la  nature  des 
questions  qu'on  se  pro|K>sc  de  résoudre  ("). 

357.  C'est  par  la  caractéristique  ^  que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  différentiation  ,  et  cet  «sage  »  été 
adopté.  Ponr  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sajet, 
je  me  bornerai  à  développer  les  pi-incipes  de  l'appli- 
cation du  calcul  des  variations-  aux  questions  géomé- 
triques. 

'  Dans  ces  questions,  la  caractéristique  d  Remploie 
ponr  le  passage  d'un  point  à  un  autre  sur  la  mbne 
courbe,  et  la  caractéristique  i'  est  appliquée  an  cbange- 
ment  de  courbe:  ainsi  ^Aétantreprésentépar  d^(6o), 
M/i  sera  ^  ^  et  il  suit  de  là  que 


(*)  P'njrei  la  Mécanïqia 
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Ed  passant  du  point  M' au  point /é',  puis  tirant  ^r  pa- 
rallèle à  MM^  on  Terra  que 

est  le  changement  de  Ay ,  d'une  courbe  à  Tautre^  et 
Ton  aura 

=  y+^y  +  <^Cr  +  dy); 

mais  le  point  ft    étant  consécutif  au  point  fê,  sur  la 
courbe  yi,  on  aura  aussi 

Py  =y  +  fy  +  d(y+^y)=jr  +  fy  +  ày  +àfy, 
et  Ja  comparaison  de  ces  deux  expressions  donnera 

La  même  chose  peut  aussi  se  prouTcr  sans  la  consi- 
dération des  courbes  9  en  représentant  par  ^(x)  Téta t 
primitif  de  y,  et  par  une  autre  fonction  -^{p^)  son  état 
après  la  variation  (*).  Alors  fyss^Ç^x) — ^(x)  sera  une 

(^  AGa  fie  donner  nne  origine  commune  aox  fonctions  f  et  -y, 
Ealcr ,  qai  s^cmpressa  d^adoptcretdV-daircir  le  calcul  des  variationt», 
regardait  Ja  valeur  primitive  de^,  on  ^(x) ,  comme  déduite d^nnu 
ancre  fonction,  contenant,  avec  la  variable  x,  une  nouvelle  Variable  /, 
et   se  changeant  en  p{x)  lors(}uc   t  =  o.    {Nofi  Comm.  j4cad.- 

dr* 
Petrop,,  t.  XVI,  p.  35.)  Par  ce  moyen  ,j^«+^  devient  ^-f-  -j-  d/, 

dy 
et  ^  (^tantprii  dana rbypoth&se de  t=zo,  représente,  tant  qu'on 

ne  particularise  point  la  composition  de  7*  en  t ,  nne  fonction  ar- 
bitraire de  X.  La  valeur  généride  dcjr  serait  exprimée  par  la  série 

.  drdi    .   dwdf    , 
r  +  rr- h-  -r^ h  etc., 

la  variable  t  étant  snpposce  «%ale  h  zéro  dans  y  et  ses  coeflicicna 
différentiels;  et  en  prenant  les  cocfficicns  différentiels  de  celte  série  par 
rapport  à  x,  on  formerait  tooCcs  les  quantités  qu'il  faut  substituer 
pour  obtenir  l'état  varie  de  l'intégrale  ff^ùx ,  ordonué   suivant  les 


ocrUine  fonction  de  x,  et  par  conséquent  uoe  fonctioa 
de^,  il  cause  de  la  liaison  priraitiTc  de  c«  varial>le»j 
désignas!  donc  par  sr  celte  dernière  fonction,  on  «ara 

D'aprëj  cette  loi,  et  faisant  pour  abréger  j'+dj'ssj'', 
on  aura  pareillement 

V  =  '(./); 

i'ott  l'on  conclura 

Buia  commo 

il  Tiendra,  en  prenant  les  variations, 

i-ây  =  îy'—  <r  —  "  C7'  )  —  <?) . 

ce  qui  donne  encore 

i-Jy  =  àiy. 

lirait  de  Ui  que /d'jy^zd^dy^d'Jy ;  et  ea^onti— 
nnant  ainsi,  on  obtiendra  le  théorème  fondamental 

Wy  =  d«^j', 
en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractérittiqiM  / 
aprèt  la  caraclérUliqxt*  d. 

Pour  donner  plus  de  sj'métrïe  au  calcul ,  ainsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales ,  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques 
exemples,  on  fait  varier  v  aussi  bien  que  j';  mais  le 
tbéorbme  ci-dessus  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  pour  cela , 
parce  que  la  loi  de  la  Variation  étant  constante  ,  quoi- 

pDiHancndidt.  C'«tioiu  cette  fortnc  que  L>|^Bnge,  du»  la  der- 
niiie  édition  de  ui  Levant  lur  U  Ca f eut  deifenctiont , -présent» 
eeluide*  rarialioni,  k  l'égard  duquel  il  entre  dani  beancoop  de  ié- 
Mil*  oHiMâtMàat.  {Vojrm  It  TiailJ  io-4%  *■  U,p*8*7>3-) 


que  arbitraire ,  ^x  est  une  fonction  de  x^  de  laquelle  se 
tire  hc\  en  y  changeant  xenx'  :  il  en  résnlteVdjr:=d^«, 
et  pareillement  W^=d^/^,  pour  toute  fonction  ^  dé- 
pendante de  4r,  de  j^  et  de  leurs  difierentielles. 

358.  Il  existe  un  tbcorëme  analogue  par  rapport  au 
signe  /.  En  effet ,  si  l'on  représente  fU  par  Ï7, ,  il 
viendra 

dl7,  =  1/,    puis     iiU^=iU\ 

transposant  la  caractéristique  ^  après  la  caractéristique 
d  y  et  passant  ensuite  aux  intégrales ,  on  trouvera  suc-* 
cessiTcment 

puis  remettant  pour  Ux  sa  valeur ,  on  aura  enfin 

ifu  =pu. 

35g.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  obtenir  la  varia-» 
lion  d'une  fonction  quelconque  U,  contenant  x,  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques,  il  faut 
supposer  que  jp  et  j^  se  changent  respectivement  en 
*+/ir,  f-^-iji  et  regarder  ix  et  i^y  commodes 
fonctions  arbitraires  l'une  de  jc,  l'autre  de  y»  £n  se 
bornant  aux  termes  où  les  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré,  l'opération  revient  à  différentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fonction  £/,  tant  par  rap- 
port à  âT  et  k  ^,  que  par  rapporta  leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes,  mais  en 
marquant  par  la  caractéristique  J^  la  dernière  différen- 
tiation.  Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse^ 
les  différentielles  de 

*>     y%     d*>     dy,     etc., 
•ont 

/.r,    iy^  W*,   Wy,     etc. 


5*0  TDAITL    ÊL/:MENTjmB 

Si  donc  Ia  liiOurcntielle  ordïnaïrc  de  U  est 

d  f  =  Max  +  Nà'x  ■+■  PA^x  +  Çd'i  +  etc. 
4-  mày  +  ud'y  +  pà^y  +  yd'j,  +  etc. , 

il  salEra  d'y  changer  le  dernier  d  ca  J",  et  il  viendra 
W  =  Mi-x  +  A'Jd*  +  Pià'x  +  ÇJd'*  +  etc. 
4-  mSy  +  nSùy  +  pt^'y  +  jW^v  +  clc. 

Quand  la  fonction  V  «era  sous  la  forme  Vdx ,  V  in 
contenant  alors  iiue 


''i=''  £'- 


q,  clc,. 


àr=Màx-{-my  +  Pd;>+  ^V+  fltl'-  +  Hc., 
et  la  variation  de  f  sera 

/^=  Mi-x  +  My  +  PJ-/)  +  Q^9  +  ^^r  +  etc., 
en  nbserTant  que  les  quantités  p,  q,r ,  etc.  doivent  j 
àtre  regardées  comme  renfermant  deux  Tarîables  indé- 
pendantes, X  et  y  (n"  précéd.))  et  quepartonsdquent 
on  pent  prendre  leur  yariation  dam  deux  h}.'potliise« 
différentes,  savoir,  en  ne  faisant  varier  qn'une  de  eu 
qtiBntités,ouenIesfaisantTarier  toutes  les  deux.  J^p^ 
rerai  ici  sous  ce  dernier  point  de  vue,  parce  H»Sf 
comme,  je  l'ai  déjà  dit,  il  est  plus  général,  et  que 
iVailleura  on  en  tire  les  résultats  qui  oonviennentau  prc 
inier,  en  suppOmant  les  termes  relatifs  à  oelle  des  vte 
riablesque  l'on  veut  traiter  comme  constante.  Eadiâe' 
renliant  par  la  caractéristique  i',  les  fraclioi» 


/ 


\ 


\ 


/ 


'  ■  ■  ■••       • 


I 


f,nfy   =fmij-, 

jplA'y=fp&'ty  =  pAty-~  ûpij  +J3'p^y 
fytd^y  =/yd'^=  yd'^  —  dyHJy  +  à'qiy  —  fd^gJy . 
ptc-, 

et  en  Rubsliluant ,  il  viendra 
/ît/=:C^-di'+d•Q— efc3Jir4-CP-dÇ+etc.}dJ* 
-f(9— etc.)il'^*+etc. 
+Cn— d^+d'y— etc.)^  +(/'  — "I?  +  et&ld-fr 
+(<7— etc.)dV^+etc. 
Jf.f(^M—àN-\-  d'P— d'Q  +  e\c.)ix 
•+flin  —  d»  4-  d'/)  —  d'q  +  clc.)J>. 
^  résultat  est  composé  de  deux  parties  seniblabtej, 
l'une  produite   p.ir   la   Viiriation   Je  r,    et  l'autre   par 
celle  je    r;  cl    il  est  aiai;   tlo   viiir  qu'on  l'ijtenilraît   à 
une  foDCtioa  d'un  nombre  •quelconque  de  variables, 
en  y  a)outant,  pour  cbacunc,  des  termes  pareils  à  ccnx 
qu'a  fournis  la  variable  x  ou  la  variable^. 

36i.  Lorsque  l'expression /î/  est  mise  sous  la  forÂw 
/fd*,  c'est-à-dire  qu'il  n'entre  dans  /^que  les  variablei 
«,  y  et  les  coefficiens  diffcrentieU  de  y,  le  calcul  dn 
développement  de  la  variation  parait  ua  pen  plus  conf 
pliqué,  mais  il  mène  à  des  conséquencea  remar- 
quables.  Il  faut  d'abord  observer  que 

p'dix=rix~fdffx, 

et  que  par  conséqaeot 

ifTàx  =  ^Ar  +J\dx^r~  ir^x). 
La  quantité  dxiF — àP'i^x  se  forme  en  écrivant 
pour  i-f^  et  àr,  les  valeurs  rapportées  dan»  le  a?  35j, 
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et  il  vient 

èx^F—  àr^x = Nidxi'y — dyhc)  +  Pidxfp  —  dpi^) 

+  Q{dxtq—iq^x)+etc.; 

puis  mettant  pdx  pour  dy,  dans  ce  qui  multiplie  N,  et 
la  valeur  de  fp  (35g) ,  dans  ce  qui  multiplie  P,  on 
trouvera 

àx^y — dj^^*  =  dx^i'y  — phs) , 

dxip  —  dphe  =  dS'y  —  pdhe  •—  dplx  =zd{fy  — pfx) , 

d'où  il  suit 

Si  l'on  change  ^  en  p  et  p  en  ^^  on  obtiendra  de  même 

et  ainsi  de  suite  :  faisant  donc 

i'y—ptx^^ét, 
il  en  résultera 

dxi'y  —  d^^  =  êtdx ,     dx^  —  dp  Ap  =  diif , 

d« 
dxJ^^r  -î-  d^^*  =  d  j- ,    eta, 

et  par  conséquent 

J\dxi^V—dri)K)  =fN^dx  +fPd^ 

+  fQà^+ etc. 

£q  intégrant  par   parties ,  dans  le  second  membre 
de  cette  équation,  chacun  des  termes  où  il  y  a  des 
différentiations  indiquées  sur  la  quantité  «^  on  aura 
Cale,  intégr.  34 


53a 
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363.  Ces  rcmartiues  ne  se  bonieut  pas  à  l'expression 
de  fU  :  elles  s'ttendenl  cgalcmeat  à  celles  de  ffV, 
ffyU,  etc.,  quelque  soit  le  nombre  îles  signes  d'tnlér 
firalion  ;  et  eu  cliercliant  aussi  la  variatioa  de  cea  der- 
nières formule»,  on  trouve  les  équations  de  condi- 
tion, qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  la  quantité  U 
soit  la  dilTérentielle  exacte  d'une  fonction  Vi  d'us 
ordre  immédiatement  inférieur,  d'une  fonction  [/. 
d'un  ordre  inférieur   de  deux   unités,  et  aî&si   de 


En  eSêt ,  puisque 


3flJ,~fW,=PfU; 


~J 


ell'onolilîendra  J"J7,  en  intégrant  de  nouvean  ifU.  Or, 
par  le  n"  36o , 

tfU=  C/V-dP+d'Ç-etc)At+(P_dQ+etc)dAr 
+(Q-ete.)d»<^+elc. 

+(3— eto.)d'^-H!to. 
^*f{M—AN-\-  d'P  —i?Q  +  etc.y, 
-i-/î  m—  dn  +  d.*p  —  d'j  +  etc^^  : 

on  aura  donc 


dxà'jr-t-Ayd'x 


n  Toa  j  ehinge 

d;-   en    pài,    Sy  ta   ijix'+pd'x    (,3,), 
d'x  ne  diapaiall  qne  dana  la  ïtcoado  :  on  n«  peal  donc  pai ,  d«ni     ' 
la  premiirc,  regarder^  comme  dépcadan 
(f^oyet  IcTraiui  >d-4°,  t.  I,  p.  317.) 


e  peni  donc  paa  ,  dana 
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+/(Q— etcOd'if^ + etc. 
+/{/»  —dp + d^q—eic.yy+f(p  —  djp + eic)di'y 

+Rç  — etc)d*^^+etc. 
+f/[M  —  dN+  d'P  —  d'Q  +  etc.)^ 
+fA^  —  d/j  +  dV>  —  d^q  +  etc.)  Jtr  ; 

et  intégrant  par  parties,  les  termes  qui  contiennent  en- 
core des  différentielles  de  i^  ou  de  J'y,  on  troavera 

J^t/^=(P—  adÇ+3d»/i— etc.)ihr+(  Q—!idR+€tc)d^ 

+  (/l— etc)d*  J>^^-etc 
+  (jy^^ndq  +  3d'r — etc.)^^+(j^ — ^2dr4"etc.)d/y 

+(r— etc.)d»^^+etc. 
+f{N — adP  +  3d»  Q — 4d3/l  +  etc)h! 
+Jln  —  ndp  +  3d»sr  _  4dV  +  etc.)/y 
+ff{M—  dN  +  d»P — d^Q  +d^/l — etc.)*» 
+//(^—  dn  +  d*p  —  dV  +  dV  —  etc)^jr. 

Telle  est  la  yariation  demandée ,  qui  ne  sera  délivrée 
des  deux  signes  f  que  quand  les  équations 

jY_adP  +  3d*Q  —  4d3jR  +  etc.  =o, 

n  —  adp  4-  ^d*q  —  4d^''  +  etc.  =o, 

M—  dN+  d'P  —  d^Q  +d4fl— eta  =  o, 
m —  di»  +   d*jo   —  d^j'  +  dV— etc.  =o, 

seront  identiques  -,  alors  i'U^,  étant  intégré  une  seule 
fois,  par  rapport  aux  yariations,  donnera  l/», ou  Tin- 
tégrale  seconde  de  la  proposée. 
Soit,  pour  exemple, 

U  =  xd*y  +  2dardj^  -}-  jfd*x  j  -* 

on  a  W=  dylx  +  adj-d^jt  +j^d»iftr 

+  d^xi'y  +  :idxdfy  +*d»Jy, , 


\ 


oatioDS  de  cooditlon  ci-tli'Siu;  i 

2cbf  —  adjT  =0, 

—  a  J'y+  fiy  =  o 


V'hk  fonction  proposée  est  donc  iminéilialennrnt  ïolé- 
l_graWo.  1.0  partie  yS^x-^-xi-j,  <lcli»rce  du  sipe  /, 
ff^^une ,    en   l'iiitégraiit   par  rapport   aax  vaiiations,. 

W  l'B  marche  i)i<s  calculs  pt-écédena  TiKmtrc  rjtie  la  pre- 
,  mitre  intégration  il'uiin  fonction  liKTtrc-titielle  de  i»  va- 
riable», exige  m  conditions,  (inand  ces  rarîables  sont 
considérées  comme  indûpendaDtes ,  et  que  pour  un 
nombre  n  d'intcgrdtions  succeKires ,  il  y  aurait  ntfi 
étpiations de  condition.  I!  y  en  aurait  seulement  m—i 
pour  la  première  inlégralion,  et  n(m —  i)  pour  toutes 
ensemble ,  si  la  fonction  proposée  était  aaus  la  forme 
/'Fax',  y -ae  contenant  que  des  cocEciens  diffé- 
rentiel». 

Des  maximums  et  des  minimums  des  formules 
intégrales  irtdéterminées. 

364.  On  pent  appeler  int/graUt  indiUrmin^Sr 
le»  expressions  telles  que^^d*,  /"V^dar'+d^',  lors- 
qu'on n'uwgne  aucune  forme  à  U  fonction  y;  mais 
pour  Atre  sosceptiblet  de  rnaxitnam  on  ds  minimiunj 
en  intégrales  doÎTcnt  être  dijaù*»  (339) ,  puisque  ce 
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n'est  qu'entre  des  limites  données  qu'elles  auront  une 
valeur  fixe ,  quand  y  sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n?  i5S,  à  l'égard  des 
fonctions  dont  la  forme  est  donnée ,  s'appliquent  aussi , 
avec  le  secours  du  calcul  des  variations  ^  aux  intégrales 
indéterminées.  En  elFet,  d'après  la  marcbe  tracée  dans 
le  n^  4^  >  ^6  résultat  de  la  substitution  de 

x  +  ^xj    jr+i^a,    àx  +  i^x,    iy+i^yf  etc., 

à  la  place  des  quantités 

Xj     y^     d*,     d^,  etc., 

dans  une  fonction  quelconque  i^  de  ces  quantités,  pourra 
s'ordonner  suivant  les  puissances  des  variations, 

*r,     ^y,     i-àx^     fûy,  etc., 

et  hi  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu'au  pre- 
1X1  ier  degré.  Ces  termes,  changeant  de  signe  en  même 
temps  que  les  variations,  doivent,  suivant  la  théorie 
rappelée  ci-dessus,  s'anéantir  lors  du  maximum  et  du 
minimum^  quelles  que  soient  les  variations  tx  et  i"y: 
il  faut  donc  que  i'u=iO.  Lorsque  u=/T7,  il  vient 
/tf  =  fUJ  (358)  :  au  maximum  et  au  minimum  de 
fUy  on  a  donc  P"U=  o ,  en  observant  que  c'est  entre 
les  limites  assignées  i/T/,  que  ft'U  doit  s'évanouir. 

Il  résulte  aussi  de  la  même  théorie,  que  la  condition 
^i^=o  n'entraine  pas  nécessairement  l'existence  du 
maximum  ou  du  minimum  ^  parce  qu'il  faut  en  outre 
que  les  termes  oii  les  variations  s'élëvent  au  second 
degré,  conservent  toujours  le  même  signe;  la  discus- 
sion de  ces  dernières  conditions  est  trop  compliquée  et 
trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

365.    Le  développement  de  ft^U  est    composé   de 


..  -  nie»  bien  dittmutei  (36o) ,  puisque  l'une  est 
du  sigae/,  et  l'autre  y  demeura  «oumise;  uB 
irétenler  la  première  p»r 
mi^  +  fii'y+^.d^  +  ^.diy  +  cUi., 
seconde  par 

Ce»  parties  ne  sauraient  être  comparées  entre  elles, 
puisque  la  dernière  n'est  point  intcgrable,tant  tjae  ^x 
et  JV  conserrent  l'indépendance  qu'exige  la  natirre  dn 
problème;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  la  faire  éranonir 
^'ea  posant  Bêpaxément  ies  équations 

Amt  le  nombre  est  généralement  égal  à  celui  des  Ta- 
riatîoDs  indépendantes;  maïs  lorsqu'il  n'y  a  que  deui 
variables,  et  que  ï/ peut  prendre  la  forme  f^àx ,  le 
déreloppement  de  la  variation  deff^dx,  dans  le  n"  36] , 
Jait  Toir  que  x^  —  -i-p ,  et  que  par  conséquent... 
;gd*  +  -^Ay  =  o ,  condition  d'ailleurs  facile  à  Térifier 
en  particulier  sur  chaque  exemple.  Il  en  résulte  que 
l'une  des  équations  ;>:  =  o  ,  ^^o  ajant  Iten,  l'autre 
i^ensuit ,  et  qu'il  n'y  a ,  entre  x  et  ^ ,  qu'une  seule 
relation  qu'on  aurait  également  obtenue  en  posant 
tx=  o,  c'est-à-dire  eu  ne  fatiant  point  varier  x;  mais 
cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup ,  comme  on  va 
le  voir ,  les  praprictés  de  la  partie  délivrée  du  signe  /, . 
dans  la  variation. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  les  équations  indi- 
quées dans  le  n"  36a,  comme  exprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les  formules  fU  et  fFàx ,  et  qui 
sont  alors  identiques,  délerminent ,  quand  elles  cessent 
de  l'étreî  la  relation  dt  y  k  x,  par  laquelle  les  in- 
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tégrales  proposées  deviennent  un  nuiximumou  un  mini- 
mum. On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  peuvent 
s'élever  jusqu'à  l'ordre  dont  l'exposant  est  double  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit 
dans  L\  soit  dans  ^. 

366.  Après  l'évanouissement  de  la  partie  affectée  du 
signe  /,  il  reste 

•i'x  +  fit'y  +  «id^*  +  fiiii'y  +  etc. , 
expression  que  >  pour  abréger,  je  représenterai  par^  :  on 
aura  donc  ff'Us^^  -^const ,  et  la  valeur  complète  de 
cette  intégrale  s'obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celles  que  reçoit  la  quantité  ç,  à  chacune  des  deux  li- 
mites (229)  ;  en  sorte  que  si  ç'  désigne  cette  valeur 
pour  la  première  limite ,  et  ç'  pour  la  dernière ,  on 
aura  ff'U  =z  ç"  ^~' ç\  d'où  il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  V intégrale  fU ,  la  con- 
dition 

Ç)^  — ^'  =  0; 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale  fU,  et  qu'alors  les  variations  i^x, 
i"yy  W*,  Wj',  etc. ,  peuvent  être  nulles,  ou  seulement 
liées  entre  elles  par  des  relations  données,  selon  que  ces 
limites  seront  fixes  ou  variables.  L'explication  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances,  les  éclaircira  suflî- 
'  samment. 

La  première  a  lieu  lorsque  la  courbe  qui  r?nd 
maximum  ou  minimum j  Viiitégrale  proposée,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujetties  à  passer 
par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  déterminées, 
ainsi  que  tout  ce  qui  s'y  rapporte,  et  que  l'intégrlae 
doit  commencer  à  l'un  de  ces  points ,  et  finir  à  l'autre. 
Si  ap'  et  y  désignent  les  coordonnées  du  premier,  x"  eiy'* 


t 


iTÉ  f.i.iyi 


(lu  Mconci,  ces  (junittîtéfi,  apparlensnl  k  toutes  la 

{pi'ud  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 

'éprouveront  aucune  vartntina  ;  quand  donc  on 

fit»  X  tly  en  3^  et  ea  y  ,  pois  en  x'  et  eo  y',  il 

k         «A  faire 

^x'  =  o.     ^y  =  o,     ix"  =  o,     <^J•  =  o. 

ors  les  lermcsaiTectcs  lie  ces  variations  disparaîtront 
..  .uvnidoics  de  l'équatioD  p" —  ^'=^o,mi\  si>rapar  con- 
séquent vùririùe  ai  elle  ne  contient  que  ces  termes;  et  la 
courbe  itcduite  de  réquation  jt^*  i  résoudra compléte- 
metil  le  problème,  pourvu  qu'où  l'assujettisse  à  pasiwr 
par  les  dtinx  poloti  doDiics;  ce  qui  s'effectuera  en  gé- 
néral,  par  la  dt-teruiiontion  des  constantes  arlijtraires 
comprises  dans  l'intégrale  de  l'Équation  citée ,  <pii  sera 
alors  du  second  ordre. 

Si  l'équation  ?" —  ^'=:  a  contenait  de  plus  les  termea 
affectés  de  J'dx',  ^dj-',  i'ùx',  ii\y',  et  qu'outre  la  con- 
dition précédente,  les  tangentes  de  la  courbe  cherchée 
dussent  avoir,  aux  limites  de  l'intégrale,  uneinclinaiaoa 
donnée,  ces  termes  disparaîtraient  aussi  d'enx-m^ntes , 
parce  que  les  différentielles  dj;  et  dy  n'éprouTant  aucun 
chaDgcment  aux  limites,  les  variations  ^x',^y'ttix', 
J'd^',  seraient  xéro,  et  feraient  évanouir  les  produits  o& 
ellea  eatrcnt  :  mais  pour  assujettir  la  courbe  cherchée  à 
cette  eonditîon,  par  rapport  aux  tangentes  de  set  poïaU 
extrêmes,  il  faudrait  <}ue  son  équation  contint  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans.  le  cas  précé- 
4emmeDt  exanùnj,  et  que  par  conséquent  l'équatioa 
différentielle  x  =  o  fAt  du  quatrième  ordre.  En  Toilii 
asses  pour  montrer  comment  doit  le  vérifier  l'éqnatioa 
♦  ^p'  =  o,  lorsque  les  coordonnées  des  limites  et 
leon  cpefficiens  diffiéreotieU  ont  du  Talenrs  fiseï  :  jt 
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passe  aux  cas   oli  les  limites   doifent  être  regardées 
comme  Tarîables. 

367.  On  peut  demander  qae  la  courbe  douée  du 
maximum  ou  du  minimum  de  la  propriété  proposée , 
soit  prise  I  non  parmi  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  deux  points  donnés ,  mais  parmi  toutes  celles  qui 
sf^raient  menées  entre  deux  courbes  données  A  A'  et 
BB\Jig,  61 ,  sans  déterminer  le»  points  où  ces  der-  '»c.(>i. 
iiières  sont  coupées  par  celle  qu'on  cberche.  Il  est 
visible  qu'en  passant  alors  de  la  courbe  AB  ^  à  une 
autre  A' D'y  les  extrcmîtés  A  et  B  se  meuvent;  les 
abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  à  la  fin 
de  l'intégrale  ,  aprës  qu'elle  a  varié ,  ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à  son  état  primitif,  et  les  or- 
données qui  s'y  rapportent  ont  cbangé  suivant  la  loi 
ctaMie  par  les  courbes  A  A'  et  BB',  Dans  cette  circons- 
tance, les  variations  des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cisses doivent  avoir  les  mêmes  i^ations  que  les  diffé- 
rentielles relatives  aux  courbes  AA\  B.B',  relations 
exprimées  par  les  équations  de  ces  courbes,  qui  sont 
données  :  il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans 
l'équation^" — ^'  =  0;  et  pour  la  vérifier  ensuite,  il 
faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficlens  des 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A  mesure  que  la  fonction  fU  contiendra  des  diffé- 
rentielles d'un  ordre  plus  élevé ,  le  nombre  de  termes 
de  l'équation  p"  —  ç'  =  o  ,  augmentant  ,  on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  conditions  aux  limites  ;  supposer, 
par  exemple,  que  la  courbe  AB  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles  qui  touchent  h  la  fois  les  deox  courbes 
A  A  et  BB\  Par  cette  dernière  condition,  non-seule- 
ment les  coordonnées  x  et  y  doivent  avoir,  aux  limite» 
de  l'intégrale, les  relations  exprimées  par  les  équations 


xmrbes;  niAÎs  il  en  doit  être  de  même  de  leun 

-_   iicilcs  1  ainsi  le»  Tarialioiis  ^d«',  Wj',  Wy, 

!  «ont  plus  indépendantcsj  et  doiïcnt  comcidcr 

dificrenticllcs  seconde»  relatives  aux  courbes 

■  et.  On  pourra,  par   cei    relatioas  ,    éliminer 

^  «-nnes  des  variations  Al*',  fiiy,  Mx',f^y', 

ntionç' — f'=:o;  et  ensuite  on  la  vérifiera  ea 
égalant  séparément  à  zéro,  Its  cocflîcicna  des  varift- 
tiorisresUntcs,  lesquelles  seront  entièrement  arbitraires. 
Les  équations  qu'on  se  procurera  par  ce  moyen, 
établissant  des  relations  eiitre  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe  proposée ,  porteront  né- 
cestairemeot  sur  les  cooslantes  introduites  par  l'intégra- 
tion de  l'étiuation  j;  ^  o ,  et  serviront  a  les  déterminer. 

368.  Od  doit  ensuite  remarquer  que  puisqu'il  y  adei 
circonstances  où  il  faut  avoir  égard  aux  Tariations  des 
limites  des  intégrales  ,  si  les  coordonnées  *'>y,*',j', 
de  ces  limites,  entraient  dans  l'expression  de  17,  il 
serait  nécessaire  de  les  y  faire  varier,  aussi  bien  qne 
*  et  jr,ei  d'augmenter  par  conséquent  i^dea  termea 

ytfx   +  B'fy'  +  ^"A/  +  B'^y 

Or  comme  les  variations  i^,  i-y,  fx",  t'y'  sont  in- 
dépendantes des  coordonnées  indéterminées  x  et  ^, 
elles  passeraient  hors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions-^, ^',  etc.,  ^',,^,,etc.,  y  resteraient  soumises: 
/l  faudrait  donc  introduire  dans  la  première  partie  de 
la  variation /iff/,  les  termes 

^'f^  +  ^y/B'  +  f^JA"  +  i-yfB- 

+d^x'fÂ','i-di'yfB\  -l-d^^X^',  +dJ>7B',+  etc. , 
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en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmes 
limites  cfue  la  proposée. 

Oq  ne  Toit  pas  tout  de  suite  ce  que  deyiendraient 
les  termes  précédens,  si  Tune  des  limites  était  en 
même  temps  l'origine  des  coordonnées.  On  A^ite  cette 
dîjfBculté,  en  faisant  d*abord 

et  en  concevant  que  l'origine  des  coordonnées  X,  Y, 
soit  fixe>  mais  que  les  quantités  jp'  et  y  soient  variables^ 
il  -vient  alors 

.    i^z=:i'X—^,     iy  =  ^Y—i'y. 

Quant  aux  difTérentielles  ixj  dy,  etc.,  elles  ne  dé- 
pendent point  des  quantités  x'  et  y,  et  ne  prennent 
par  conséquent  aucune  variation  :  l'expression  de  i'U 
devient  donc  seulement 

M{/X—  tx')  +  NtAX  +  etc. 
-f  m{i^Y—iy')+  »/dr  +etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  x' ^  y  égaux  à  zéro, 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  i)Xi  i^y, 
qui  peuvent  être  considérées  comme  le  premier  degré 
de  grandeur  de  ces  quantités;  alors  X  et  K  redeviennent 
X  et  yj  et  le  changement  de  l'expression  de  fi'U  se 
réduit  aux  termes  — i^xfM'^i^yfniy  dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

369.  Soit  proposé  de  déterminer  y  en  x  y  pour  que 

l'intégrale  /V^d**+dj^%  prise  entre  deux  limites  don- 
nées, devienne  un  minimum j  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  trouver  la  plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener 
entre  deux  points j  sur  un  plan*  On  a 


Si, 


c a  faisant  y  lix' -i- i\y' ^  ds ,  et  en  transposant  la  cn- 
ractcristillnc  ^.  lutcgrant  ensuite  par  paities,  on  trouve 

et  la  partie  atTectùe  Ju  signe  /  donne  (365) 


<ls 


dx~ 


Ce  rcsuUnt,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  désign« 
la  ligne  droite,  et  les  constantes  qu'il  renrernic  ser- 
viront à  remplir  les  conditions  relatives  aux  points 
entre  li'squels  elle  doit  étru  menée. 

La  partie  qui  est  dùlivr<:e  du  signe/,  ou  f  (3CCj,  dc 
contenanl  que  les  variations  des  coordonnées  des  points 
extrêmes,  s'évanouit  quand  ils  sont  fixes ,  et  les  cuni- 
tantes  C  et  C  se  détermioent  alors  en  «MBJettîssant 
la  ârokè  proposée  k  passer  par  ces  poiolt.  Quand  îla 
ne  sont  paa  fiies,  maïs  qu'ils  doivent  seulement  se 
tronver  sur  des  courbes  données ,  il  fsnt  que  les  qoan- 
tités  x'  et  y,  x'  et  y',  qui  sont  inconnues,  satisfasstet , 
ainsi  qne  leurs  variations,  à  l'équation  f' — ç'  =  o, 
qui  devient 


d*' 


^'- 


^/  =  o 


et  aux  équations  des  courbes  données,  dont  je  repré- 
senterai les  dlfTérenti elles  par 

dy  ^  mdx ,     t\y  =  nd*  ; 
on  aura   donc  (36^) , 


«-  «  • 


9  ■   ■•^     •■•  '••••■   ■-     •    •    .   • 


•  •  É 


•■•  ••  •-  •  ■■Il 

•  •  •  ■     •  • 

'  ••  •      ■     I 

•■••■•  ■■■•  !■■        •■        ■ 


■       ■•  ' 


>•      !• 


■  ••■il 


•  -  -    • 


•  ■•••   a  ■        ■•••-^«■•i      M« 


•«    ■     ■         ■•       •  •••■•■•••■••  •t«-9«i*«><      •••- 

•  •^        ••   •••■■  ■>••  ••flM*  ••■••■■••••«        ••• 

>•■      ^•■■*     ■■  t      •••' 


•       — 


#  • 


••        «Mil* 


■    ••■•••         »«-    !•        ■  ••••  ••-       éit 


•  ••     •«       •••      •  ' 


■  •  ••    ■« 


I      •• 


• 


•        «^  •  • 

■■•••■-••••   •  *•  ■     >■•  !•■•     it, 

•    •  ■     !■■•       y«.  I     •        p  «,»,. 

•    ■ ■•••#■•■  • ■         1      •• .11 

•••    •  •«■•    ••>       .               .     • 

•     ■ 


•    •  •••      •»  •  ••■••. 


•      •!• 


•  •     ■•••-.    •■«         «•     .    a    ,, 


•    •■ 


••• 


•  •-•       •-•••    -  •    I     •■ 


'  •    ••••        •  •• 


544  TRAITÉ  éLKMENTAIHE 

En  effet,  par  cette  relation,  l'intégrale  /v/3?-Hdj* 
devient,  eulie  len  abiciiscs  J  et  x', 

et  la  seule  application  du  Calcul  différentiel  suffit  potir 
délfrminer  le  minimum  de  cette  cspreisian,  en  ayant  ■ 
égard  à  la  dépendance  qu'établissent  entre  x'  et  y,  a" 
et  v',   les  équationâ  des  courbes  données. 

C'est  ainsi  qu'on  pouvait  acliever ,  sani  le  secours  de 
l'équation  ç" — ç'r^o  ,  que  les  méthodes  de  3crnouIU  1 
et  d'Euler  ne  donnaient  pas  la  solution  dej  problèmes  J 
■cmiilables  ail^récéâent ,    toutes  les    fois    que  Toa  I 
savait  olilenir  l'Intégrale  proposée-,  mais  en  considérant  ' 
que  cette  intéi^rale  est  une  f(>ni:tioii  iuiplicilc  (les  quan- 
lilés  qui  se  rapportent  à  ses  liniïles,   M.    Poisson,  au 
moyen   de  la  diflcreutiation  sous  le  signe  y*  (281),  b 
clierelié  immédiatement,  pnr  rapport  &  ces  quantïtés» 
les  conditions  du  maximum  absolu  de  l'intégrale  pro- 
posée, et  est  parvenu  à   l'équation   f'— f'  =  o,  telle 
qu'elle  résulte  de  la  méthode  des  variations  ("). 

370.  Le  prohlëme  da  n"  précédent  étant  transporté 
dans  l'espace,  conduit  à  déterminer  zet^,en  fonctiom 
de  *,  dans  l'eipression /\/d*'  +  d^ +«!«'.  En  fu- 
sant V*  d**  +  d  j'' +  da*  =  ds ,  il  vient 


d/x=: 


n  ^oj-ei  If  Trailc  ia.4«,  «.  II.  p.   7^1. 
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La  partie  affectée  du  sîgae/  fournit  les  trois  équatîdùn^ 

'^d7="'  ^c^=*''  ^d;="' 

dont  toutes  les  combinaisons  a  à  2  s'accordent  à  donner 

dis  d' 

-r—  =  consL ,      -ï—  =  consL , 

d*  dy 

et  montrent  que  la  ligne  cherchée  est  droite. 

Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  fixe  et 
une  surface  cour1>e  dont  l'équation  difleredtiellesoit 

îl  faudra  qu'à  la  dernière  limite ,  ^*=/)Vx''+5'*/>*. 
La  première  étant  fixe,  rendra  9^  =  0|et  la  Taleur  de 
i^"  changera  9'=:o  en 

égalant  à  zéro  les  coelficiens  des  yariations  indépen- 
dantesy  il  Tiendra 

d**+/dz'  =  o,    dy+q''dz''=o, 

d'où  l'on  Terra  9  par  le  n**  i5o,  que  la  droite  cherchée 
est  normale  à  la  surface  donnée. 

Si  cette  plus  courte  ligne  doit  être  tout  entière 
sur  une  surface  courbe  donnée,  il  faudra  que  les  Ta- 
riatîons  ^x ,  i'y,  i^z,  sous  le  signe  fj  satisfassent  h 
l'équation  différentielle  de  cette  surface,  que  je  repré- 
senterai par  âs=/>d«  +  9(lj^:  on  fera  donc 

/j5  =phs  +  qf^y 
dans  fH7 ,  qui  deyiendra  y  par  cette  substitution , 

Cak.  inUgr.  35 


tfou         par  le  cuefTicient  de  iy  soui  le  signe  /',    donne 
na 


obserrant  que  iY,  ne  dépendant  point  d«  t»- 
nables  indélerminêes  »  et  y,  ne  doit  pas  changer  d'niie 
limiteà  l'autre,  l'équation  p' — f'  =  o,  derient 


.%fT-4'j-.i.'-4f.v\ 

ud*  itda  uda     ''  J 


Si  l'on  prend  seolcment  Y^y',  d'ofc  il  «uîl  iY^Jy^ 

aura,  en  rêduisiiot  et  séparant  les  variations  rda-> 

lîves  à  chaque  iimile,  '' 

it'df'  H  da     -*  «da  it  da'    •' 

puis  faisant ,  comme  dans  U  n<*  369, 

ly  T=n'fx",    t'y  ^  m'he, 

et  Bc  nippelant  que  — -p^C,  lei  équations  ci-^essna  ' 
prendront  la  forme 

u  da  li  d* 

d'après  laquelle  n'  :^m.  Ce  résultat  fait  Toir  qtt'anx 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbe* 
données,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangeatei  paral- 
Ules.  De  plus,  l'équation  relative  à  la  dernifcre  limite, 
ceveuant  k 

àx'hc'  +  Ay'i'y"  =  o  , 
montre  encore  que  la  ^courbe  cherchée  doit  couper  à 
angle  droit  U  seconde  courbe  donaée. 
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372.  Les  problfcmes  précédena  se  rapportent  à  des 
maximums  ou  k  des  minimums  absolus;  en  voici  an 
où  il  s'agît  de  maximums  et  de  minimums  relatifs  : 
Parmi  toutes  les  relations  que  peuvent  avoir  entre  elles 
les  variables  x ,  y  y  et  qui  donnent  une  même  valeur  à 
f  intégrale  indéterminée  f\3i, prise  depuis  x=z^' Jusqu'à 
s.=x''>  trouver  celle  qui  rend  la  formule  fU  uri  maximum 
ou  un  minimum ,  dans  les  mêmes  cii^coustances.  Ce  pro- 
blème se  résout  en  égalant  à  zéro  la  variation  de  la  fonction 
fU  +  af[Ji  9  a  étant  un  coelBcient  constant  indéterminé. 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  en  détail  cette  règle  i 
on  conçoit  d'ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
maximum  ou  un  minimum^  et  que  l'on  fasse /77i=:^^ 
l'Intégrale /{/  aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  pourrait  prendre  dans  cette* 
bypothèse(*).  Le  coefficient  indéterminé  a  sert  à  rem- 
plir la  condition  fUx'=^A^ 

Si ,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  qui^  sous 
un  périmètre  donnée  renferme  U  plus  grand  ou  le  plus, 
petit  espace  j  on  aurait 

JU+  afÙ,  =f{yix  +  a  V/d?+d7}  i 


en  faisant  V^dx*  +  dj"""  =  d« ,  la  partie  de  ki  variation 
aiïectée  du  signe  /  serait 

-./{(d^+«d^)^-(d.-«d2^)<y}. 

et  donnerait  les  équations 

(*)  Foyz  U  Trailf  iB^%  t.  H ,  p.  8o3. 


£So       TKllTi  il.ÈMEliT, 
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dunt  onc  Kule  «uilit  pour  d^teroiiner  U  courbe  cb«r* 
ù\^ée  (365)  ;  mal»  le  calcul  Ciit  plu»  simple  lorsqu'au  ]«« 
emploie  toulex  deux.  Lcurt  intcgralea 


«tanl  1 


I  Ib  forme 


ensuite  Élcréci  au  (juarré,  puij  ajoutéet  membre  à 
luembrc,  conduisent  il 

(/-<:')•+(•-<?)■="•, 

ce  <]ai  dÉsigne  ud  cercle  dont  le  rayoa  «t  a  i 

■  Cl!  raj'Ou  ic  iltilenninp  d'aprts  la  valeur  assignée  au 
périmètre  f\/tix'  +  ilj' ;Ii-s  constantes  Cet  CpeuTcnl 
seriir  à  fnire  passer  le  cercli;  par  des  tiinites  fixes  et 
donni'fs.  Il  est  douédu  mn:riV»»f7t d'aire,  lorsqu'il  lourne 
•acttncavilé  ver»  l'ase  des  abscisses,  et  i\u  minitnrtm,  si  le 
conlrnireo  lieu.  Tel  est  le  cm  le  plus  simple  dn/i/v3/^OT« 
des  iiopérimitrtsj  ainsi  nommé,  parce  que  l'on  n'y  coa-, 
sidéra  d'abord  que  des  courbes  de  même  périmètre. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Des  différences  et  des  séries. 

Du  calcul  direct  des  dijfirtnces, 

373.  Dans  le  Calcul  difiërentiel ,  on  n'a  fait  varier 
les  fondions  que  pour  considérer  la  forme  des  termes 
de  leur  développement,  ou  les  Uniilcs  des  rapports 
de  leurs  accroisscniens  à  ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent ,  mais  sans  avoir  aucun  égard  aux  va- 
leurs de  ces  accroissemens.  Cette  rccherclie  ne  portait 
que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  première, 
et  non  pas  sur  les  valeurs  numéri(|ues  de  ses  accroisse- 
mens; mais  l'examen  de  ces  valeurs  a  montré  que  ^ 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  elles  suivent  ^cs  lois  plus 
simples  que  celle  do  la  fonction  elle-même,  ou  au  moins 
qu'elles  forment  souvent  des  suites  décroissantes  qui  so 
prêtent  plus  aisément  aux  approximations ,  et  aux" 
quelles  par  conséquent  il  peut   être  utile  de  ramener 
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ntitéi  primitires.  C'est   som  ce  point   Je  tim    i 
'e»l  (l'abord  occupé  du  Caieul  aux  difflrtnett 
QFnt  dit. 

lui  a  donné  le  nom  de  Calcul  aux  diffèreneet 
,  pour  la  disliagucr  du  Cntcid  aux  diffèn 
^Jiiiimcnt  petites  ;  mais  la  dénomination  de  Calcul^ 
M (t>/,  exclus iveiucnt  Bflcctcc  h  ce  dernier,  et 
Ptaiotivde  comme  on  l'a  vu  (5),  prcreniint  toute  équi- 
l^ofjue,  il  n'est  poi  nécessaire  d'ajouter  Vépii}\è\e _^niet 
LftUx  tlifferences  j  qui  ne  sauraient  être  confondues  avec  j 
^^  dtprtntielles.  j 

Lt  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  d*  1 
iittrminer  le»  accroisse itunt    en  eux-mimea ,  en    la,    \ 
iéduisant,  non-seulrminl  de    l'expression  analytiqa» 
(Uê  fbncliotHj  mais  autti  de  leurs  vafeun  ijamiriqua, 
ou  particulières, lors([ut  fexpressiort  analytiqM  laaTiqut 
(tu  lerait  trop  compliquée. 

374'  ^^  examinant  la  marche  des  Rériei  formées  par 
les  quarrés  et  les  cubej  des  termes  de  la  suite  naturelle 
des  nombres,  on  tombe  At\ï  sur  des  propriétés  remar- 
quabl  s  et  utiles  des  diOiJrences,  ainsi  que  le  montrent    ' 
l'explication  des  tableaux  ci-dessous. 


QuBTrés. 

Diffûr.   1". 

Différ.  2». 

4 

3 

,1 

7 

1 

aS 

9 

36 

II 

3 

49 

i3 

2 

etc. 

etc. 

etc. 
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Cubes. 

Différ.  !'•. 

Différ.  2». 

Différ.  3*. 

I 

8 

7 

î^ 

»9 

la 

64 

37 

18                  6 

125 

61 

24 

6 

2l6 

9" 

3o 

6 

343 

127 

36 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Je  n'ai  point  ^aît  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite 
naturelle  des  nombres  i,  2,  3,  4>  etc. ,  parce  que  la 
différence  de  Fun  à  l'autre  est  toujours  égale  à  l'unité. 

A  coté  des  quarrés ,  le  premier  tableau  contient ,  dans 
une  seconde  colonne,  la  différence  entre  chacun  de  ceux-ci 
et  celui  qui  le  précède  ;  puis  dans  une  troisième  colonne, 
la  différence  entre  chacun  des  nombres  de  la  seconde  et 
celui  qui  le  précède.  Ces  dernières  sont  nommées  diffê' 
rences  sêcondesj  comme  étant  les  différences  des  diffé- 
rênces  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences, 
présentent  déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de 
la  première  colonne;  et  les  autres,  étant  constantes, 
offrent  encore  une  nouvelle  simplification*  Une  consé- 
quence assez  importante  de  renchaînemcnt  de  ces 
différences ,  c'est  qu'on  peut ,  au  moyen  des  seuls 
nombres  i^  3,  2,  placés  respectivement  à  la  tête 
des  trois  colonnes  du  tableau,  former,  par  de  sim- 
ples additions,  la  colonne  des  quarrés,  car  en  ajou- 
tant 2  à  3,  on  aura  5,  puis  2  à  5,  on  aura  7,  et 
l'on  formera  ainsi  la  seconde  colonne  :  ajoutant  ensuite 
3  avec  i,  on  aura  4>  5  <^vec  4>  on  aura  9,  et  ainsi 
lies  autres  quarrés. 


(  iL£)(E>T*tns 


^La  ^miirc4aïlutin<!  tlu  second  tableau  contient  let 
psbe*;  la  tleuxiènio,  leur»  différences  [irriiiiisreg ;  la 
.itroisîÎMue,  leurs  dillcreuces  secondes,  qui  ne  foinicnt 
plni  qu'une  progression  par  diITùrence*;  et  en^n,diins 
la  quatrième  colonne,  )ea  diD'^rences  des  difiercnces 
K<COndcs,  ou  les  diff'tnsnf.t»  troUUmes,  qui  sont  cou»- 

Ici,  uu  moyen  desqualrc  nombre»  i,  "],  12  et  6 
placi^s  respective  meut  en  léto  des  diverses  colonaes 
du  tableau,  on  pvurra  former  lault»  ces  colcnnta^  tn 
commençant  par  cell»  de  la  ilroite  j  rt  tn  ajoutant  cha- 
cun dte  nombres  d'une  mém*  colonie  mec  celai  qui 
se  trouve  etir  une  ligne  plus  haut  j  dan*  la  colûnntà 
gauche. 

Cette  rpgle,  qui  n'est  encore  élablie  que  sur  une 
simple  induclion,  et  pour  deux  séries  de  nombres  sen- 
leraent ,  sera  bientôt  démontrée  et  étendue  à  un  nombre 
inliui  de  fonctions,  pour  lesquelles  on  obtient  ainsi  des 
déterminations  rigoureuses. 

D'un  autre  cAté,  que  dans  une  table  de  logarithmes 
on  prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nom- 
bres consécutifs,  elles  auront  une  mnrclie  fort  inégale , 
ai  l'on  opère  dans  le  commencement  de  la  table,  où, 
la  fonction  varie  beaucoup;  mais  en  passant  aux 
dilTércnccs  secondes,  troisit;mcs,  etc.,  on  en  trou- 
vera qui  deviendront  fort  petites  ,  et  liniront  par 
rester  les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  muias 
grand.  Les  logarillimcs  suivront  donc  sensiblement, 
pendant  cet  intervalle,  une  loi  analogue  à  celle  que 
nous  avons  fait  remarquer  ci-dessus,  par  rapport  aux 
quarrés  et  aux  cul>e5,  et  dont  on  peut  faire  usage  pour 
■impliljcr  la  construction  de  cette  table. 

375.  Quand  on  a  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la 
considération  des  difiiérence*  successÎTes ,  potutée*  jiM- 
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qu'à  l'ordre  oti  elles  sont  constantes,  soit  rigoureuse- 
ment, soit  à  très  peu  ])rë$,  il  paraît  tout  simple  de 
chercher  l'expression  générale  de  leurs  relations.  Pour 
cola,  soit 

II,       M,,       Mg,       M3, Uny 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quan- 
tité y  en  vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle- 
tnéme,  ou  par  l'eflet  de  celles  qui  arrivent  a  une  autre 
dont  elle  dépend;  les  chiffres  inférieurs  sont  ici  des 
ùidices  qui  font  connaître  le  rang  qu'occupe  chaque 
valeur  dans  la  série,  en  marquant  le  nombre  de  celles 
qui  la  précèdent,  en  sorte  que  la  premitTC,  u,  est  Gcn<!r 
sée  répondre  à  l'indice  o.  On  fait  ensuite 

1*3 — u^     :=C^u^       \ (i), 


Ma— W«-l=^Mii-i 


en  se  servant  de  la  caractéristique  A;  pour  indiquer 
l'opération  de  prendre  la  différence  entre  deux  valeurs 
consécutives  d'une  même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux, 
les  différences  ^u,  àiii^  ^iht  etc.  sont  toutes  égales; 
mais  si  le  contraire  a  lieu,  on  fait,  par  analogie, 


Az^i— Azi      — tAAm      =A*i«        ^ 
Ai^a — ùu,     ^=AÙHi     =A'z«i        I 

(a) 
etc. 


TKAlTi    iLiME>TAUS 
-    Ù'm   =     ûû'u     =:  û»« 

(3), 
|,«c. 

j-    En  poursutraut  de  celle  manicre,  on  tire  des  va- 

Iflura   u,  Ui,  U(,. . . -Uj,,  une  suilc  de  ctiiTérences   dont 

nombre  des  ordres  Bit,  au  |ilus,  cgal  â  celui  de  ce 

.«leurs,  diminue  de  l'unité. 

'      376.  11  est  visible  <)uc,  fiuivnnt  lit  iiotatinn  ci-dcMus 

^ladilTérenced'unecspreMion  quelconque  N'indiquera  ea. 

H  plaçant  ilevant  chacun  de  ua  terme*  la  caractériatiqiM' 

■  Aj  en  sorte  que 

ûc,.  +  . .-«■)  =  «. +  ".-'*'.-(«  +  •'--') 

^  Au-f-^*' —  ^""t 
de  mâme  que 

d(«+^  — ^)  =d«  +  d»— d»-    (10). 
Oa   a  aussi 

ù(au)     ou     A.au^a(U|  —  u)^<iàw, 
de  même  que  d.au=E«du;  et  les  constantes  isolées 
des  variables  disparaissent  quand  on  prend  la  diflé- 
rence  d'unn  fonction  (7). 

377.  A.U  mojen  de  ces  règles  et  des  ûquationi  (i), 
on  obtient  pour  les  valeurs  U| ,  «1,113,. u,,  des  ex- 
pressions qui  ne  dépendent  que  de  la  valeor  primordial 
u  et  de  ses  différences  Au  ,  A'u,  etc.;  car,  puisque 

Au,  =  A(u  -t-  Au)  =  Au  +  A'u , 
il  ca  résulte 

Ut^=u,  +  Au,^u+    Au  +  A(u  +  âu) 
:=>  u -f  3Au -f*  ^'Vr 
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et  de  même 

La  forme  de  ces  expressions ,'  dont  les  coclHciens 
numériques  sont  les  mêmes  que  ceux  du  qnarrc  «t  du 
cube  du  bÎQome ,  conduit  par  analogie  à 

ii,=ii+-Aw+-^ Wu^-^ ^ — -Vw+etc.  ; 

1  1.2  1.2.3  '  * 

ce  qu'on  peut  yérifier  aisément  au  moyen  de  l'équation 

«ii+i  =  2*.  +  Aun  9 

dont  le  dcyeloppement  montre  que  la  loi  ayant  lieu 
pour  l'ordre  n^  a  nécessairement  lieu  pour  l'ordre  /»  -{-  i. 

378.  On  peut  aussi  exprimer  immédiatement  la  dif- 
férence d'un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  la 
série  primitive ,  qui  ont  concouru  à  former  cette  diffé- 
rence* 

Ayant  d'abord 

Az4  =  zfi  —  u      et     A^u  =  Aui  -^  Au , 

on  observera  que  Az/i  doit  être  composé  ayec  Ui  et  u^f 
comme  ^ic  l'est  avec  z^  et  z^i ,    c'est-à-dire  qu'il  suHit 

d'augmenter  de  Tunité  les  indices  j  pour  passer  à 

Aui  =  Ut  -—  x^i ,  et  l'on  obtiendra 

ù.*u  ;=  tt,  —   Ui  —  (ï^i  —  m) 

=  l/ft  —  22^1  +  M  ; 

puis  augmentant  de  l'unité  les  indices,  dans  ce  dernier 
résultat ,  pour  former  A'ui  y  il  Tiendra 

A^u  =  A*Ui  —  ù^^u  =  2*3  —  22^  -f-  Ux 

(  lift  —  2tf|  +  2<) 

=  2*3  —  32/,4-3i#r— 1#^ 


1.2.3 

ait  par  le  iIoTeloppemcnt  de  l'cqiuUoa 
A"  il. 
iillnl  et  le  prilcîilent  reviennent  h 

«,  =  (.  + H".   à"u=iu--i)', 

'  pfturTU  que  l'on  eliangn  dans  le  ili;ïi:li)|ipcmBnt  de  l'nr), 
.  Ii-J  l'upo-iins  <tci  piiisMDCi's  de  Au  en  exposant  du  la 
caracléristîi|uc  A  ,  Pt  dans  celui  de  t'nutrr,  1rs  cipOMllS 
de»  on  indices  ï  on  peut  niÉmc  poser  tout  de  suite 
r  '  «,  =  Ci+A)"«, 

rt  il  n'y  aura  rien  à  cli.ingpp  dnn*  le  (Uveloppement. 

379-  Lorsqu'iinpfonclîoncst  donni'c,  rien  n'est  plus 
facile  que  d'en  obtcn  r  lc<  dilTùrenecs  .iirce(«î*es ;  ]a 
prendrai  |>oui' exemple  la  ronction  x".  Enbisant  a=«', 
et  supposant  que  *  augmente  de  b  quanlitù  A,  onaara 
u,^{x-\-h'i'",  et  par  conséquent 

Ab  =;  (*+A)-— ,"  r=  m*— /»+^— L*  i— A» 

ronrpaMcr  ntix  difTôrenocs  ultérieures  û'm,  A^j»,  etft» 
il  Taut  Taire  ïnTici**  de  nouveau,  ce  qui  présente  deux 
Tij-pothrses.  L'une  consiste  à  supposer  que  la  quantité  x 
prenne  toujours  des  ncerolssemens  égaux,  et  l'autre  que 
CCS  accroissemeiis  soient  eux-mêmes  variables  :  je  ne 
m'occupemi  ici  que  de  la  première.  £n  substituant 
K+h  au  lieu  de  «dans  Au,  on  aura 

=^(x+A)— A'+etc. 
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Il  est  tîsîbic  qne  si  Von  développe  rexprcssîon  de  Au, , 
et  que  Ton  en  retranche  celle  de  Ai*,  le  résukcit  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  /i>  sera  de  la 
forme 

ù*u=m{m  — i)x"-Vi»+  M3x'^'?h^+Mj^x'^-^Jii+  elc.| 

3/3,  3/4,  etc.  désignant  des  cocûiclens  dépendans  de 
Pcx  posant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de  *  +  //  dans  celte 
dernière  équation,  on  parvicnrlrait  h  A^Ux ,  et  en  obser- 
Tant  que  A^M=rA'tf|  —  A'w,  on  obtiendrait 

A'i/.=m(/7i— i)  (/»— 2)je'"-Vi*  +  ilf' 4je«-V*t+  etc. 

La  loi  dc3  ])rcmicrs  termes  de  chacun  de  ces  dévc- 
loppcmcns  est  cYidenle,  et  l'on  voit  que  l'expression 
de  A"u  doit  commencer  par 

m{m — i)  (/7i  —  2). . .  .(//i — n+  I)x'""■■^^ 

On  voit  aussi  que,  quand  l'exposant  m  est  entier  cÉ 
positif,  le  nombre  des  termes  du  dÔTcloppcmcnt  de 
A"!*,  ordonné   suivant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  l'unité  lorsque  ?&  augmente  de  cette  quantité ,  et- 
que  quand  n=:zm,  il  vient 

Cette  diiïorcnce  étant  constante,  il  s'ensuit  que  celles 
des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  A'i* 
en  formant  Tes  pression  de  cette  difrérence  par  le 
moyen  des  valeurs  de  w,  u^  Wa,  113 y  etc.,  sans  passer 
par  celles  de  au,  A*m,  A^m,  etc.  (378).  Il  est  évident 
que  dans  l'hypothèse  présente  les  valeurs 


«If  "if  W3f u 


H 


mi 

f-A,       X+2h,       r  +  3A, .t  +  »A, 

a  par  conséquent 

+  «-,   «,=(i+2Ar ».=(i4.M)-;  , 


1,2.3 


-'[y  +  C»-3);.]-  +  Mc. 


Von  désigne  par  i  l'exposant  Ae  h  dans  1c  terme  gêné--  " 

rai  (In  tlt'veloppftmrnt  de  l'équatiou  ci-dessus,  l'ciprea- 
sion  de  ce  terme  sera 


"("■-  '%" 


.3.3 i 


taiaia  comme  on  vient  de  voir  que  le  déreloppement 
de  A'u  ne  pouvait  contenir  des  puistances  de  A  dont    i 
l'eiposant  fât  moindre  que  n ,  il  s'ensuit  qae  la  ronulioa    ' 


tomposée  de  n-f-  ■    termes,  est  nulle  tant  qne  i^n. 
D'un  autre  cAté,  le  coefficient 


iB(m —  ')('»  —  3).. 


^ 


i'jvanouistanl  lorique  i  =  m+  1 ,  il  en  résulte  que  U 
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plus  baute  puissance  de  h^  clans  le  développement  de 
ù^n ,  ne  peut  être  que  A"*. 

38o.  D'après  la  propriété  du  monôme  x",  toute  fonc- 
ttoa  rationnelle  et  entière  dcx  a  toujours  des  diflcrences 
constantes^  savoir,  celles  dont  Tordre  est  marqué  par 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  jc,  qui  soit 
dans   la  fonction  proposée.  En    effet ,  cette  fonction 

étant  de  la  forme  Ax^  +  ^Jf   +  ût^  +  etc. ,  on  aura 

A-(^:r*  +  Bx^'\'  Cx^  +  etc.)  = 

^A".ar*4-Z?A".ar^+  CA».ar>4-elc.  (*)  (876)  ; 

et  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  de  x>  il  viendra, 
pour  le  cas  où /i==«, 

A*.**=  1.2. ..  .«/**,     A*.jf^=o,     A«.*   =0,  etc., 

en  sorte  que 

A*(y^x*  +  ^*^+  Cxy  +  etc.)  =1.2.3 «y^A*. 

38i.  C'est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  trans** 
cendantes,  dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux, 
que  l'on  gagne  beaucoup  à  se  servir  des  différences, 
ainsi  que  le  fera  voir  l'exemple  suivant,  tiré  des  loga- 
rithmes. 

Soit  iA  =  lx',  on  aura 

z.,=l(:,+  /0=k  +  l(i+^)  = 

d'où  l'on  tirera  u%y  1^3»  etc. ,  en  mettant  2/^,  3A,  etc., 
au  lieu  de  A,  et  les  formules  du  u^  378  donneront 

(*)  Il  ne  faul  pas  confondre  A*.x*  arec  A«jt*;    car    la    pic- 
micrc  de  cet  ezpresiions  csi  la  différence  de  i^ordre  n  de  la  fonc- 

lîon  *•,  tandis  que  A*x*  =  (A*x)*. 

Cak,  inlègr»  3G 


1 

^ 

1 

^ 

1 

ela 

On  poutseraccaâuitCj.seluiilagraïuIiTiir  (lu 
jusqu'il  ce  que  la  dernière  diOil-rcnce  soit 
|>our  ûlrc  ncglififie  san*  erreur  sensible. 

Si  l'on  avait,  par  niemple,  *=  loooo, 
01!  Irouïci-iiit  pour  tci  logarillimra  orOinnin 

bSiiez  iictili: 

à,l    =        o, 00004   3jiK72    7(1863. 

Vi 

A-a^  0,00000  ûoooo  ouStiSj 
et  il  est  ciident  que  si  l'on  ne  voulait  avoir  les  derniers 
résultais  qu'avec  (lis*  chifli'cs  sculcmcut,  on  [lourrail, 
iaas  crainJrc  d'erreur  sciisiblu,  nùjjliger  Ion^-lciiii>s 
les  différences  du  quatriciuc  ordre  ^  car  il  faudrait 
qu'elles  fussent  rcpélccsuti  grand  nombre  de  fois,  jioui- 
iiiHucr  sur  la  dilTéreucc  troisième;  on  formerait  donc 
successiiement,  suivant  la  rijyle  du  n''374i  'es  colonnes 
des  différences  lroi3Îèmcs,secoiiJes,  preiuîiires,  cl  enfin 
les  logarithmes  dus  nombres 

10001,     10002,     iooo3,ttc., 
en  parlant  de  celui  de  10000,  qui  câL  0.^'al  à 

4,00000  00000  00000. 
11  faudrait  faire  le  calcul  avec  i5  décimales,  alln  de 
reconnaître  quand  l'accumulation  des  quantités  ni^li- 
gécs  pourrait  commencer  ù  iullucr  sur  le  dernier  cIiiJTi'e 
qu'on    se   propose  de  conserver,  ce  dont  on    s'assure 


I 
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au  moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureu- 
sement à  des  intervalles  éloignés;  car  lorsque,  par  la 
suite  des  additions  successives,  on  parvient  à  ces  loga* 
ritlimes,  il  faut  que  la  méthode  des  dififérences  les 
donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori,  au  moins 
dans  les  dis  premiers  chiiFres,  si  c'est  à  ce  nombre  que 
l'on  veut  s'arrêter.  Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres  ces- 
serait d*étre  e!eact ,  ce  qui  n'aurait  pas  encore  lieu  pour 
le  nombre  looSo ,  on  calculerait  de  nouveau  à  priori  les 
différences  Am,  ùk^u^  ù^^u,  et  l'on  se  servirait  des  nou- 
velles valeurs  comme  des  précédentes,  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  celui  au- 
quel on  a  dû  s'arrêter. 

application  du  calcul  des  différences  à 
r interpolation  des  suites. 

382.  L'un  dos  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences ,  a  |)our  objet  V interpolation  des  suite»  j 
opération  qui  consiste  à  insérer  entre  les  termes  d'une 
suite ,  de  nouveaux  termes  assujettis  a  la  même  loi  que 
les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les  diffcrcns  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors- 
qu'on assigne  également  des  valeurs  particulières  à  la 
varia])le  d'où  dépend  ce  terme ,  et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  l'expression  de  ce  terme  est  donnée,  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu'on  veut;  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu'on  ne  connaît  quun  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  ie  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l'interpolation. 

11  faudrait  alors  déduire  Tcxpression  analytique  d'une 
fonction,  de  celle  d'un  nombre  limité  de  valeurs   uu- 

36.. 
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mériqties,  ce  qui  uo  so  peut  (|uancl  lo  furioe  de  la 
fonclion  est  inconnue ,  cm-  on  doit  observer  que  ce  pro- 
M^ne  revient  i>  fonuer  l'étjttation  d'une  courlie  pas- 
sant par  Ica  points  dont  les  valeurs  de  la  Tarial>)c  in- 
dt'penilanlc  repréiriilent  les  abscisse»,  et  celles  de  ta 
fonction  ,  1<!S  ordontiL'ei,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points,  ils  ne  saurntent  particulariser  In 
courbe ,  si  eilo  n'est  )>as  ilormie  d'espèce,  (  ÏVtç.  168.) 
Mais  comme  on  ne  cl^icrche  à  interpoler  une  suite  que 
dam  des  espaces  très  res^err^s ,  on  conçoit  que  l'ei.- 
jircssion  de  son  terme  général  est  développée  suivant 
les  puisuncea  ascendantes  de  sa  variable,  et  qu'il  est 
permis  de  se  borner  a  un  petit  nombre  des  preiaières 
puissances  de  celte  variable;  par  ce  moyeu,  !a  forme 
de  la  fonction,  qui  est  alors  raliunnclle,  se  trouve 
déterminée. 

Ainsi,  sachant  qu'aux  valeurs 

',     *i)     Xi,     X3,  etc. , 
d'une  variable  quelconque,  répondent  les  valeurs 
u,     u, ,     Ut,     113,  etc. , 

d'une  fonction  de  cette  variable ,  on  suppose  que  l'on 
ait  popr  toute  autre  valeur  x', 

u  =  m+  fix'  +  vx''  +  ix'^  +  etc. , 

et  l'on  détermine  les  coefficiens  n,  j3,  y,  etc-,  par  la 
condition  que  u'  devienne  successivement  u,  u,,  «„  etc., 
lorsqu'on  change  a;'  en  x,  x, ,  jt,  ,  etc. 

Celte  détermination  présente  deus  cas  :  le  premier, 
dans  lequel  les  valeurs  x,  x,,Xt,  X3,ttc.  sanl  équi- 
diffinnles,  se  résout  immédiatement  par  l'expression 
de  ((.du  n°  3^7. 

Ed  effet,  quand  on  arrête  ta  série 
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i«'=  «  +  ifl*'  +  yx  *  +  etc., 

à  l'un  de  ses  termes ,  que  je  désignerai  par  /et'*,  et 
qu'on  prend  les  valeurs  de  x'  dans  la  progression,  x^ 
AT+A,  jp+aA,  elc,  la  fonction  u  a,  dans  l'ordre  m, 
des  difiërences  constantes  (38o) ,  et  par  conséquent  à 
la  valeur  x  +  nh  de  la  varialïle  x\  répond 

l/„î=M+-  Am  +  -^^ 'C^^U 

I  1.2 


1 . 2  •  •  •  •  m 


Dans  cette  formule ,  les  quantités 

Uf    Au,    AVy     etc.     (374) 
sont  des  nombres  ;  si  l'on  y  fait  x  +  ^A='^  d'o£i 

X  ^^"X 

il  suit  /i= — ; — ,  elle  se  transformera  en  une  fonction 

rationnelle  et  entière  du  x',  du  même  degré  que  l'ex- 
pression de  itf,  et  puisqu'elle  se  change  en  u,  Ui  , 
z/a,  etc.,  lorsqu'on  y  met  o,  i,  a,  etc.,  pour  n, 
elle  prendra  les  mêmes  valeurs  quand  x'  deviendra 
X y  X  +  h,  X  +  2h y  etc.  :  elle  sera  donc  la  fonction 
demandée. 

On  peut  la  siroplilier  en  faisant  x'  =:x  +  h%  ce  qui 
donne 

71  =  -7-      et      lin  =  {«  =: 

h 

Enfin ,  si  l'on  représente  u — u  par  ùfu,  il  tiendra 
//         kXh'—h)  .    ,  ft'(A'— A)(A'— aft),,    . 


383.  Je  pusse  maintenant  aax  applications. 
Soit  iL'alxird  lo  ui'ilc 


3-         1. 

■9-         39, 

6?. 

elc. 

corfesponilnnle  aui 

:  indicc/i 

«,         1, 

a.           3, 

4. 

etc. 

«n  a  polir  ce  cas, 

ii  =  3,  Ah=:4,  j1'«.=8,  A'u=o,  A  = 

r«5presiir>ii  de  a'm  se  rwluît  .'i  ses  deiw  premiers  termes, 
et  l'ou  obtient  par  son  mojcn, 

i'«  =  4A'  +  4A'(V-.).-=4A'-: 
ainsi  pour  l'indice  V,   il  vicndr.i   u'^Z-i-^h".  En 
|tr«tant  h'=\,  par  csnaplc,  00   trouTcr.iît  qae  le 
Irrnie  corrrsjKindinit  à  cl  uu'.ia:  est  28. 
S»ït  encore  la  suite 

I,  4.         2'  3,         p,  16,     etc.; 

en  preii.iiit  les  indices  comme  à   l'ordînairc,  savoir, 

o,  1,  2,  3,  4,  5,     etc., 

et  formant  ies  di£Féretices,  on  trouvera 

a~i,   A«  =  3,  A'»  =  — 5,  AÎM=8, 
A^H  — —  6,  AV  =  o,   A=i,» 

d'où  l'on  lircrfl 


.a. 3 

En  rcduîsnnl  colle  cipressîon,  et  l'ordonnant  par  rajt- 
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port  aux  puissances  île  //,  on  aura 
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Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précèdent 
n'offrent  qu'un  nombre  lirnîté  d'ordres  de  différences. 
Sur  ce  pied,  l'expression  de  u\  qui  est  aussi  limitée, 
représente  exactement  le  terme  général  des  séries  pro- 
posées, et  peut  servir  à  les  prolonger  autant  qu'on 
le  Toudra.  Tous  les  nombres  qu'on  en  déduira  sui- 
vront la  même  loi,  par  rapport  à  leurs  différences, 
que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti;  les  sé- 
ries dériveront  ainsi  d'une  fonction  algébrique  ration- 
nelle et  entière. 

384.  Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  fractionnaires , 
irrationnelles  ou  transcendantes,  la  suite  des  différences 
Au,A*u  y  AV  ,  etc. ,  no  se  termine  plus  rigoureusement , 
mais  quand  elle  est  décroissante,  elle  rend  convergente 
l'expression 

A  „=^A«+_-^AV+ j^f^-^ A'«+clc., 

et  permet  de  la  réduire  à  un  petit  nombre  de  termes, 
au  moins  pour  un  intervalle  peu  considérable.  En  voici 
un  exemple  tiré  des  tables  de  logaritbmes.  Je  suppose 
que,' par  le  moyen  d'une  table  contenant  les  logaritbmes 
depuis  I  jusqu'à  1000,  avec  dix  décimales,  on  veuille 
avoir  le  logarithme  de  3, i4i5926536,  nombre  très  ap- 
prochant du  rapport  de  la  circonférence  an  diamètre; 
on  regardera  alors  les  logarithnes  contenus  dans 
la  table  comme  des  valeurs  particulières  de  la  fonction 
u ,  les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent 
CCS  valeurs,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant  : 


t«J 

,riâa.„„,„           ^ 

,49&,a9f;,i8i 

.4983105538 

.380905, 

,49,6850816 

13565288 

-43;6<, 

,5010592633 

i353i5.)6 

-4349H  +=77 

,  50342-;  z  200 

13658558 

-433.81  +2,4 

fl 


tlunt  la 


colonne  r 
3,i5,     3,1 


^nrerme  les  logarîtLtaea  <i« 
6,     3,17,     3,18, 

la  M'conUe  leurs  difiërencca  premières.  In  troisième 
luura  tlîlTÉrencea  lecondcs ,  la  qualricmo  leur*  difllé' 
rcDCi's  troisiùraef,  et  la  cinquième  leurs  (UtTi^mncet 
quatrième»!  qu!  se  rijduiscnt  à  Uoixunilés  du  dernier 
ordriï.  On  aura  par  ce  .moyen 

Ab  =  +  0,00138119057,     A°K  =  —  0,0000043769, 

ù'il   =+(l,0{H)000O?.7J  ,  A'ii^  — o,ooooooooo3, 

cl  comme  /i=:o,oi,        A'=      o,ooi59a6530, 

on  obirendru 

h'—/, 


y  =:o,i592M3G, 
A'— 2/1       h'      , 


2/1 


^2ft 


-  ï= — 0^3036732, 


1^  —  0,61357821, 

^  =  |^-H-o,7.o,8366: 
Usera  très  facile  demetlre  en  nombres 


k.2.h 


-/.)[//-2/0 


qu 


A.2A.3A.4A 

o.49:'4987^6. 
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11  existe  (les  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de 
cbiiTres,  mais  le  précédent  est  très  propre  à  servir 
d'exemple  pour  la  méthode  d'interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  1)eaucoup 
d'autres  cas;  elle  est  surtout  d'un  très  grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  valeurs  XfXiyX^fXs,  etc.  ne  sont 
pas  équidifierentes  ,  on  emploie  immédiatement  la 
formule 

/*'  =  «  +  /ix  +  yx^  +  ^x'3  +  etc. , 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières 
X,  Xiy  Xt^y  X3,  fournit  les  équations 

u  ^=a  +  /ix  +yx*  +  ^x'^  +  etc., 

1^1  =  «  -f-  /8:ri  4"  y^*i  +  ^*'i  +  etc*  > 

1/4  =  «  -f"  i^Jf  a  +  V***  +  ^«  +  etc. , 
W3  =  «  -f-  fix3  -f  yx'3  +  ^S  +  etc. , 

etc., 
dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  coeflBciens  in- 
déterminés a,  fi,  y,  etc.  ;  et  voici  comment  on  obtient 
l'expression  de  ces  coelTiciens. 

£n  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde^  celle-ci  de  la  troisième ^  ela,  on  par- 
vient à  des  résultats  respectivement  divisibles  par 
Xi  —  jf,  X»— jc,,  X3 — jca,  etc.,  et  d'où  Ton  tire 

~^  =  fi  +y(*.+^  )  +  H^i+x,x  +x^  )  +  etc. , 


Z/a U 


JC»— X 


i  =  /8H-y(ar.+*.)  +  J^(ar%+jfaJf.+**.)  +etc., 


?— ?  =  fi  -i-yars+x,)  +  K^'3+X3X^+x\)  +  etc. , 
etc. 


I 


Posant,  pour  abréger, 

x,^^  '  X, — X,  '  '   Jî— *. 

on  aura  les  éfjiiatioiis 
U=p  +  v(x.  4-'  )  +  H"'.  -t-x,x  +x')  +  etc. 

i\^p  +  y{x,+x,)+3:x\+x,x.-i-x:'i  +  etc. 

U,  =  i3  +  y{xt  +  *0  4-  Jt*'3  +  *ï*.  +  *'.)  -f;  clr. 

<-tc.  ; 
rctranchnnt  encore  U  île  V,,  U,  de  U,,  et  ain»i    d 
luiU;,  et  désignant  par   V,   V,,   etc.,  les  (luanliléa 

X, —  j'      X3 — *,  •  ■' 

on   trouïcr.i 

ï'-  =»  +  i(,.  +  ,,+,)+dc., 
ir  ,  =  ,+ J-(i, +  .,  +  .,)  + elc. , 
d'où  l'on  tirera 

£?',— C'  =  *(ii  — i)  +  rtc. 
Maintenant  si  l'on   fait 
V,- 


XI  —  X 


-=V, 


on  aura  CT  i^^^- ctc-,  et  si  pour  fixer  lei  idées  on  ne 
suppose  t]uc  quatre  termesà  l'expression  de  u  ,  l'opé- 
ration sera  terminée  à  l'équation  ci— dessus.  Prenant 
la  râleur  qu'elle  donne  pour  ^ ,  et  remontant  à  celles 
de  y,  $,  m,  par  le  moyen  dfs  quantités  V,  U  et  u,  il 
tiendra 


)■=  V, 

y=V-VXx.  +  x,+x-). 

f—V  —  a'{x,  +  x1  +  V^x,x,  +  X, 

•  =  n    —fx+V'x.x-Vx.x.x. 


>  +  <,«), 


*--« 


■  •■ 


•  •    • 


5;i 
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""T- 

V, 

=^x.  --^ 

=T-.  ^' 

eUV 

-  =  T^. 

V, 

=^.--^ 

etc., 

--r^-: 

,  t" 

■       ....3A*' 

etc., 

L  V-    "'" 

^' 

etc  , 

4 

1 

■  '^  ,.,.3.4. 

P    .le; 

■ 

faisant  ensuite 

ï»; 

=  «+/<',  il 

en  résulta 

«'-x  =  A', 

/_ 

-x.  =  h-  —  h 

x  —  «, 

=  /,' 

2A, 

_      *■-*,=  /,'- 

-3A 

,  etc.. 

^.et  l'on  voit  ai 

nii 

que  l'exprcMl 

on  prêcéd 

ente  de 

«'. 

^      qui  devient  al 

ors 

c  bicu 


rentre  dans  celle  du  n"  3Sa ,  obtenue  par  une  voî 
différente. 

386.  Lagrangc  a  présente  l'expression  de»'  sous  une 
forme  nouvelle ,  en  observant  que  puisque  les  équations 
u   =«-4-/îjr  +vx'  -!-^'  +  ctc., 

u,  —  it-i-fixt+7x\  +  i-x^,  +  etc., 
etc. 

Bont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  a  cha- 
cune des  quantités  u,  ff ,  y ,  etc. ,  u  ,  ii, ,  u,,   etc.  ,   et 


/('  doit  cire  csprini 


I  x,    de  uinuiére    qw'ei 


•    •  •  !• 


■•■■  ••       •■-9 


iAItA  Aident Ain> 


1  <'■■ 

-'11' 

-.„)... 
-o)... 

1  '•■- 

-'){'. 
-')('' 

-«)■-. 

'(-. 

-»(«. 

-'■}{'■ 

-:-).. 

574 


Irts  codiiudOc  <l<ins  la  prnti<iue,  parce  c;u'on  en   peut 
cnibuler  ehsquc  tcrniR  ]ur   le  moyen  (]e«  lag^arilhiiM!!. 
Il  ne  kerait  \ati  diUicile  de  la  ramener  à  telle  Ju  »"  pid- 
ràlentjCt  lûânic  h  celle  du  n"  38a;  c'est  [lourijuùï  je.  J 
Ite  m'y   arrêterai  (M».  ■  «m 

387.  Ici  il  Mt  aisé  de  ïoir,  d'une  manière  CTÎdentc, 
(|uc  le  pioljlèiiie  de  l'iiitcrpulalicin  est  iiidéterminii-, 
quand  des  considérations  particulières  ne  lisent  pas  lu 
forme  de  la  foiictioft  qui  doit  repi-csenler  le  tenue  gé- 
néral des  nombres  donnés. 

En  cITcl.le»  seules  conditions  auxquelles  soient  as- 
sujclties  les  incunDiics  X,  X, ,  X^,  etc. ,  pcuTent  être 
remplies  par  des  fonctions  bien  différentes  dccelics  que 

On  trouve  d'abord  l'expression  très  simple 
sinmC*'— *,)sinnCa'-x,)sir./)(i'— *3)cle., 
^  qui  jouit  de  la  propriété  de  s'évanouir,  lorsque 
i'=x,,     x'^x,,     y=;*j,clc., 
quels  que  soient  les  nombres  pt,  7!, /i,  etc.  :  on  ^wurra 
donc  poser  l'équalioti 

Y=  S'"  '"  O''—  J^J. yi'  "  (■^'-T,'^')  ^'"  P  [*•'—  "3)  etc. 

sin  »«  t*— *.)  si"  «  (1  —  x.)sin/,  (a  —  *3)  etc.  ' 
dont  le  second   membre  ^e  réduit  à   l'unilû   lorsque 
x'^x;  et  sur  ce  modèle,   u:i  formera    aisément  les 
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faisant  succes5Î\enient  ji;'  =  ar,  x'=Xif  *'  =  jf,,  etc., 
il  vîeane  u=.u,  uzziui^  z^' =  z^» ,  on  peut  écrire 

u'  =  Xu  +  XjMi  +  yi%u^  +  etc. , 

pourvu  que  X^  Xi,  X^,  etc. ,  soient  des  fonctions  cle:^' 
telles  que  par  la  supposition  de  x'  =  Xf  on  ait  en  même 
temps 

X  =  1  ,     Xi  =  o ,     Xfl  =  o  ^  etc. , 
que  par  celle  Jeâr'=:xi  ,  on   ait 

^==0,     XiZ=z  ï  ,    X»  =  o,  etc. , 
que  par  celle  de  jp'  =  X|i,  on  ait 

X  :=  o  ,      Xi  =  o  ,      JXa  =  I  ,   6tC.  , 

et  ainsi  de  suite,  conditions  qui  seront  remplies  si  Ton 
prend 

^ (x  —  Xi)  (ar^ —  Xj)  (3/ —  xj). . . . 

(jf  —  Xi)  (x —  x^)  (x  —  X3) ' 

^   ( Jf ' X  )  (y' JCa)  (  y Js)  .  .  .  . 

(«I —  *  )  (jPi —  Jf»)  (jPi —  «a) .  •  • .  ' 
y (y'—  x )  {x' —  Xi)  (x^ —  x$),... 

(«t —  x)  (x. Jf,)  (Xa —  Jfs) .  .  .  .  ' 

etc. 

La  loi  qu'il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numé- 
rateur contient,  ainsiqueleur  dénominateur,  autant  de 
facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  x,  Xi ,  x^,  etc.,  moins 
une;  et  si  l'on  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci- 
dessus^  non- seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satis- 
font à  la  question  proposée,  mais  on  verra  de  plus  com- 
ment il  a  été  possihledeprévoir  qu'elles  y  satisferaient: 
on  a  donc  cette  nouvelle  formule  d'interpolation , 


ni  kiÀaui»rLi»t. 


et  il  faudra  la  pitutitir  jusqu'au  iniïmii  nonibic  de  (ernic* 
<|ue  la  préccdcnto.  c'est-ù-Uîre  celui  dei  poîiiU  par  |et- 
qu«U  doit  être  déterminée  la  courbe  parabolique. 

Suppowns  {|uc  ce  nombre  «oit  3  :  on  ne  prendra  qac 
le*  trois  pfeniieri  termes  de  U  foriniile  ci-desius;  an 
l'urdonnant  auitaut  I»  puimancc»  lir  x',  il  viendra 

«  =  K ,   ^  =  ûii  —  ; i'it ,   v~ l i'« , 

inlitiU  ijui  ne  dL^jinadront  que  dca  troiï  ordonoécs 
.iHi^cutivea  u,  u,,  Ut,  ri'pundunt  aus  valeurs 
A'=o,   A'=A,   A'=3/i,     o«     *'=o,  y  =  i   y=2, 
i  l'oa  Mtignc  a  et  a  pour  lea  limilei  de  fuWi',  m 
valeur  nra 

Dans  ce  cas,  u'  sérail  l'ordonnée  d'uae  parabole  Ç/ï, 

o.Cî.  Jig-  62,  passant  par  trois  points  de  la  courbe  proposiie 

DE,  et  fu'iix',  l'aire  du  spgracnt  de  celte  parabole, 

compris  entre  la  première  ordonnée  PJ>f  et  la  troisième 

En  général ,  cette  parabole  Q/?  sera  alternativement 
intérieure  et  citérieure  à  la  proposée,  et  vice  versa  i 
en  sorte  que  l'aiie  de  son  si'j^nient  dilTércra  dans  une 
partie  par  déraut  et  dans  l'julre  par  eiccs ,  du  l'aire  du 
segment  correspondant  île  la  courbe  proposée  DE  ;  et 
alors  il  pourra  sopérer  daos  le  icsultat  total  une  com- 
pensation plus  ou  uiuliis  approchée  entre  ces  dilTérences. 

La  formule  précédente detiint  plussymétrîquequand 
on  remplace  les  différences  Au  et  ù,'ii  par  leurs  ïaleuis 

u,—  KCl    H.  — ?.«.,  +  «       (378); 

on  obtient,  après  les  réductions. 
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Sî  l'on  conçoit  de  même  qu'il  passe  une  nouvelle 
parabole  par  les  points  M^j  3/$,  M^^  et  ainsi  de  suite, 
et  que  l'on  réunisse  les  aires  de  chacun  de  leurs  seg- 
mens ,  on  pourra  embrasser  une  portion  aussi  grande 
que  l'on  voudra  de  la  courbe  proposée  ;  et  si  la  der- 
nière ordonnée  est  représentée  par  Un,  m  étant  un 
nombre  pair,  on  aura 

i  (tt  +  4"i  +  «*»)  +  M^  +  4  ^3  4-  ï^4) 

"T"  3  V.'^«— •     I    4'*'»— t  "i    ^h%) 

Ce  résultat ,  d'une  forme  assez  élégante,  ne  comprenant 
que  des  lignes  qu'on  peut  mesurer  sur  la  figure,  peut 
servir  à  évaluer  des  aires  renfermées  par  des  conr])es 
dont  on  n'a  pas  l'équation ,  avantage  que  n'oQre  point 
la  méthode  du  n®  233.  Au  reste,  dans  l'une  et  l'autre 
méthode ,  il  faut  calculer  à  part  les  portions  comprises 
entre  deux  points  singuliers,  et  multiplier  davantage 
les  ordonnées  dans  celles  où  la  variation  de  courbure 
est  le  plus  considérable. 

De  r analogie  des  différences  avec  les  puissances^ 

38g.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences, 
quoique  étant  bien  distincts,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite ,  ont  néanmoins  de  grands  rapports  entre  eux ,  et 
peuvent  s'appliquer  l'un  à  l'autre.  Lorsque  l'on  consi- 
dère le  premier  sous  le  point  de  vue  ob  l'a  présenté 
Leibnltz,  ou  par  la  théorie  des  limites,  il  devient  un 
cas  particulier  du  second  :  on  a  dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  Ouvrage,  et  pour  le  confirmer 
encore ,  je  déduirai  la  série  de  Tajlor,  de  l'équation 
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Soit  u:=fC*),  et  que  la  y 


ntn 

=liii-- 

»(" 

A*M  +  elc  (377). 


iabic 


TCtuent  un  nombre 


X  reçoive  successi-  i 


par 


et  ;  la  yalcui 


d'akxroissemens  rgaus,  représentés 
3  celle  que  prend  u  quand  x 


devient    X'^n»;  faiianl  ensuite  ntt^h,  on   1 

ce  qui  peut  a^écrire  ainsi , 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  que,  h  demeurant  cons- 
tante, «  décroisse  indéfiniment,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser le  nombre  n  de  plus  en  plus  grand ,  le  second 
membre  de  l'équation  ci-dessus  tendra  vers  une  limite 
qnî  s'obtiendra  en  faisant  «  ^  o ,  et  eu  obserraDt  qve 
les  rapports 

Au       A*u       A>u 

— .     — r»     — T»  etc. 

ont  alors  pour  limites,  les  coefficiens  différentiels 

du       i*u       d>« 

■j~i     j~;>     ~n,  etc.  ; 

d*      d*'       àx' 
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on  anra  donc  enoore 

.  duk   ,  d'i*   A*     .  d»M     A'      . 

poar  le  déTeloppement  de  la  fonction  z^^  quand  x  est 
devenue  x+h.  C'est  à  peu  près  ainsi  que  Tajlor  est 
arrivé  au  théorème  ci- dessus ,  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu'une  fois  on  y  est  parvenu ,  la  théorie  ana- 
lytique du  Calcul  différentiel  n'offre  plus  aucune 
difficulté;  ainsi  ce  qui  précède  suffît  pour  montrer 
comment  il  résulte  du  Calcul  des  différences. 

390.  A  l'aide  du  théorème  de  Tajlor^  le  développe- 
ment des  différences  d'un  ordre  quelconque  pour  une 
fonction  quelconque  s'obtient  sans  difficulté.  On  a  pre- 
mièrement 


du  h   ,  d^u  A*    .  d'i^ 
Au  =  -5 —  +  V-;  r~r  + 


A« 


d»  I       djr»  i.a^dx^  1.2.3 


+  etc.  ; 


et  ai^  dans  cette  équation  ^  on  met  successivement  Ai^, 
A.*u,  A^u,  etc.  j  au  lieu  de  u,  on  formera  les  expressions 

dAuh    .  d*Au  h*     .  d^Au     h^ 


dof  I         djp*   1.2    • 


Â?-7X3  +  ''**^-"' 


A'l»=:— ; +  etc., 

d4f     I 

etc. 

au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  di^ 
ferenoe  se  déduit  de  celui  de  la  précédente.  On  obtien- 
dra d'abord 

87.. 


,    d'«A'   ,  ditt  A'     , 


Il  serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  lerraa 
de  celle  eupreision  ,  mais  on  y  parTieiit  d'une  manière 
pluî  générale,  au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entra 
la  dlJTérentiation  des  quantités  et  leur  élévation  aus 
puissances,  analogie  dont  leii"  3^8  renfcroie  les  pre- 
oi&res  traces.  .  ' 
391.  On  a  va  (17)  qi» 

et  il  suit  de  cette  formule  que 


,■>'■=, 


.  du/i 


+  3;T+d?rï+3?r:ï3  +  '"'- 


"  d«  I  ^  ii«' 


d»' 
^.dPro 


+  etc. 


Si  maintenant  on  transporte  les  expoians  des  puissances 
de  du  k  la  caractéristique  d ,  le  second  membre  de 
l'é(]uation  précédente  deviendra 

d«ft    ,  d'u  A»     ,  d'it     A' 


dsi 


ds- 


5  +  el,i, 


et  sera  la  mime  chose  (|uc  au  ■■  on  a 


1  donc 


pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre 
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on  transporte  à  la  cartercférisliquc  d  les  exposans  des 
puissances  de  du. 

D'après  ce  résultat,  Lagrange  a  remarqué  le  premier 
qu'on  avait  en  général 

en  observant  toujours  de  transporter  à  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  au. 

Depuis,  on  a  simplifié  cette  manière  d'écrire,  en  posant 

ûw=:V^*  —  1/M,    A«i*=:V^  —  ï/ «*; 

car  il  n'y  a  plus  rien  à  changer  dans  le  développe- 
ment ;  mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d  exr 
primant  une  caractéristique  et  non  pas  une  quantité, 
les  équations  ci-dessus  ne  deviennent  effectives  que 
par  le  développement  de  leur  second  membre.  Voici 
comment  Laplace  a  démontr^  ce  beau  résultat. 

Il  est  évident,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  précédent, 
que,  quelle  que  soit  l'expression  de  A"zi,  on  doit  avoir 

^'u^^^h'+A'  gj  A-+^'  ^;^  A.-+  etc. , 

•^i  A"^  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ne  dépendent 
que  de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra 
nécessairement  au  cas  oii  u  =  «^  ;  mais  alors 

Au ^  d*i* i?u 

dï  —  d7*~d?~^*''~    * 

ù?ie=e*{e^ — 1)3, A"M=e*(e* — i)". 

Sul)stituant  celle  valeur  de  A"/i,  dans  le  premiei: 
membre  do   l'équation  posée  plus  haut ,  et  celles  de 
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H 


(^_  0"  =  A"+  yfh*^'  +.  ^A-^"  +  etc. , 
d'où  il  suit  que  les  coeOïciens  >^',  -<',  etc.  doiïent  être 
les  mêmM  que  ceux  du  dévetoppement  de   (e* — i)', 
puisque  l'accroiasemeut  h  doit  demeurer  indéterminë. 
Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  dilScuUé  à  l'égard  i 
des  coeflieiens  diSi'rentuIs  '<    u,  qui  ••'  i.édiiîsent  tous  1 
des  puistances  de  du  par  k'  cliangement  indiqué  dana  I 
les   csposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  iea  difië-  1 
rences  se  retrouve  dans  les  fonctions  d'uu  nombre  quel-  | 
conque  de  variables ,  et  se  prouve  d'une  e 
togue. 

-h  -A 

3(jî.  Pe  A»=»'''  —  1  on  tire  d^^  =  i  +  ^iw;  et 
û  l'on  prend  let  logarithmes  de  part  et  d'autre,  il 
viendra  * 

^4  =  1(1  +  ^0). 


Ltgraage  a  encore  reconnu  que  cette  équation  se- 
rait Traie,  si  dans  le  développement  de  1(1  +4au), 
on  transportait  Ïl  la  caractéristique  A ,  les  exposans 
des  puissances  de  iluj  on  aurait  par  ce  noyen 


d». 


û'j» + j A'» —  j  ùfu  +  etc.    (agj . 

particulier. 


Au  lieu  de  m'arrèter  i  démoutrei 
je  vais  prouTer  qu'en  général 

«a changeant  ûu*,Au^, etc.  en   A*u,û'u,etc.,oubie 
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gA-  =  {l(i+A))-«, 

sans  rien  changer  daat  le  développement. 

Il  est  visible  que  la  question  revient  à  déterminer  les 

coeffîciens différentiels -p-,  -t-t?  etc.,  en  fonction  des 

différences  successives  de  u^et  que  pour  cela  on  a  des 
équations  de  la  forme 

A*-^tf  X5=g~Ç;  A»+»  +  etc.  , 

etc., 

dans  lesquelles  les  coefficîens  différentiels  ne  montent 
qu'au  premier  degré  :  on  peut  donc  fiiire 

On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coeSiciens  in- 
connus B',  jy,  K^y  etc.,  par  l'élimination  successive  de 

mais  puisque  l'équation  hypothétique  doit  avoir  lieu, 
quel  que  soit  ia,  elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera 
u':^€^j  ce  qui  donnera 

jîj  =  «*,  et  ùiu  =  4?'(e*  —  0', 

quelque  valeur  qu'ait  le  nombre  entier  i  \  et  l'on  troop 
vera  par  conséquent 

*•  =  (#*  — i)»  +  ^(»*  —  i)*^»  +  5V—0*"^+«tc; 
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Tour  meltre  pu  (^viiliDix  ridcnlil^  d»  deux 

de  cette  ^uatioii,  il  suffît  tl'uhscrvrr  <|ui- 

parce  que  le  déi-eloppement  de  i(i  +«* —  '1>  ordonné 
luiTiinl  lu  puiamnccs  de  e^—  t ,  qui  est 

•'->-;{•'- ')•+-;  (''-')'-;(«'- o*  +  «c-, 

étant  Éleyé  à  la  puissance  n,  devieodrs   comparable  à 
la  serin 

(„*_,)-  +  £■(,»_  0'*'  +  fl-(*»-.)'*'+etc., 
dont  leacoeilicipnsnuinériquM  B",  fl",  elc,  seront  par 
Gonsà|ucnt   déterminés.    Si    l'on  écrit  &u   k  la    place 

de  e*  —  I ,  et  -r-j  A'  à  celle  de  A" ,  on  aura  PéqiMlïoi» 
-— A''=:{l()  +û)}"u,  posée  précédemcnl. 

En  faisant,  pour  abréger ,  «''  —  i  ^a ,  et  développant 
(«■^ jit'+j»'— i«*4-etc.)*,  suiTant  les  puissances 
de  «,  par  la  méthode  du  q°  55,  on  obtiendra  les  t»- 
kors  de  B",  B',  etc. 

393.  La  formule  du  n'  383  se  déduit  aussi  du  théo- 
rème de  Tajior,  qui  derient  une  formule  d'interpola- 
tion, lorsqu'on  y  remplace  les  coefficiens  différentiels  par 
leur  expression  en  différences,  tirée  du  n"  précédent. 

En  effet  l'équation 

—  A'=A'u+^û'+'«+^A'**«+^û'«i*+etc 

5P  =  ^,ià'u+ J'ù'*'a  +  ^A'+'u  +  etc.). 
Si  l'on  tirait  sui:ceisivement  de  cette  équation  les  vir. 
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,         ,  du    d*u    éflu  11*  1 

leurs  de  j-|   j-,  Tjf  ^^-j  P^'*''  *®*  substiluer  dans 

Li  série 

.  di*  ;*'  .  d*M  h'^    .   d'u    h'^      . 

d«  I    '    dx*i.a       djri.2.3 

qui  exprime  ce  que  devient  u  lorsque  x  devient  x4-  f^'i 
ou  aurait  un  résultat  de  la  forme 

+ (/r.|'  +  /?^  ^"  +  /^.  p")  A V  +  etc. , 

B\  B%  B\  ,  ^*', ,  ^, ,  etc.  étant ,  ainsi  que  A%  A\  etc., 
des  coefllciens  numériques  indépendans  de  A;  et  dési- 
gnant par  ù!u  l'accroissement  que  reçoit  la  fonction  u, 
dans  le  passage  de  x  2i  jp  -f-  A',  il  Tiendrait 

w+A'm=m+^  Am  ^(b'j  +  ^'^'^A»li+etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  Uy 
subsiste  encore  dans  le  cas  ob  u^=iè*y  et  se  change 
alors  en 

dont  on  ramène,  par  '  le  développement ,  le  pre- 
mier membre  h  la   même  forme  que  le  second,  en 

h' 

observant  que  e*'=  [ i  +  («*-<- 1  )]  '^  ;  et  comme  en  re- 
mettant dans  le  second ,  u ,  Lu^  A*u ,  etc. ,  à  la  place  des 
quantités  i,  «* — i,  («*— 1)%  etc.,  on  retombe  sur  le 
développement  de  wi-A'u,  on  doit  en  conclure  que 


SS6  TnAirf    iLiuENTAIRR 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu'élégant ,  a  été  pr£lrâ^ 
par  Lagrange,  comme  une  conséquence  tle  l'analogie 
i|uc  les  (liRiTcuces  unt  avec  les  piiissanci;}.    Eu  elTel  , 

au 

il  suit  de  l'équation  e"*-^  =  i  +  iu  (Sga)  que 

iu^,                     ti' 
*        :^(l +Au)    ,  ce  qui  lionne  sur-le-champ 

I+û'u  =  (i  +<!»)*,  puisqiice'*'    :=i+û'«. 

En  défeloppant  le  second  membre  de  cette  demitre 
équation,  et  transportant  a  la  caractéristique  â  dans 
]«  «eeond  meralire ,  les  esposans  des  puissances  de  du 
on  trouvera,  flomme  cï-dejsus, 

û'w  =  -j-  Au  -i — ^ — .—i  à*u 

A  A .  aA 

/Ju  Calcul  inverse  des  différences,  par  rap- 
port aux  fonctions  explicites  d'une  seule 
variable. 

394.  Le  Calcul  înTerie  des  dilTérnieet  ett,  à  l'égard 
du  Calcul  direct ,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral ,  par 
rapport  au  Calcul  différentiel  :  il  a  pour  ob}et  de 
remonter  des  dilTérencei  aux  fonctions  primUivei.  Je 


(*)  Cet  carieutM  Diulo|;ici  ilm  paiiMnct*  4tk  la  d 
Icf  diffcKDiîcllii ,  loni  liéneloppcti  avic  beaucoup  d'cienduc  dani 
le  3*  volume  du  TcuUii  in-i(*-  J'y  ai  inilîc|ué  pluiicon  Mémoim 
inieri'i  lur  ce  iniri,  ilaiu  I»  Traaiaclinni  phitomphiguet ,  M 
«jnelquei  lemarqaei  de  M.  Henriiel ,  dam  l'Appendice  qnll  ■  mw 
Il  lu  mile  delà  itadnction  qu'il  a  bien  voulu  faire,  coniointement 
avec  MM.  Babtufje  et  Peacok,  de  la  3*  edilion  du  pr^nl  TraîU 
d^men  taire. 
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m'occuperai  d'abord  des  différences  qui  sont  exprimées 
immédiatement  par  la  yariable  indépendante  ,  c'est-à- 
dire  oii  l'on  a  pour  déterminer  u« ,  une  équation  de  la 
forme 

A'Us:  =  f  (x)  , 

l'accroissement  de  x  étant  constant  et  donné  :  je  le  re- 
présenterai à  l'ordinaire  par  A. 

Soit  premièrement  r=i  ^  d'o£i  Atfx=f(«);  pour 
indiquer  l'opération  qui  doit  faire  revenir  de  Au^  ku^g, 
on  emploie  la  caractéristique  2 ,  et  l'on  écrit  en  con- 
séquence 

XAus=:u,=^x£(x) , 

les  caractéristiques  A  et  X  indiquant  des  opérations  con- 
traires ,  qui  se  détruisent  lorsqu'on  les  effectue  l'une 
après  Tautre  sur  la  même  fonction. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  £  s'appelle  aussi 
intégration  ;  car  Z  i{x)  désigne  une  véritable  somme. 
En  effet,  si  l'on  ajoute  les  é(| nations  (i)  du  n®  SyS,  il 
viendra 

et  si  l'on  représente  par  a  la  première  valeur  de  x , 
et  par  u  celle  de  u^,  qui  s'y  rapporte,  on  aura,  pour 
une  valeur  quelconque  x=a-f->/2A,  ^ 

Xf  («)  =u  +  iia)  +  î{a  +  h)  +  f  (a-f2A) 
H-f[a-|-(/»— i)A]. 

Cette  expression  )  qui  augmenterait  de  f  (a  -f-  nK)  ou  de 
f(jp) ,  si  l'on  a}  utait  À  à  la  dernière  valeur  attribuée  à 
JF,  et  qui  a  par  conséquent  pour  différence  f(4r)>  se 
compose  ainsi  de  la  somme  de  toutes  les  valeurs   que 

prend  î{x)  depuis  x=a  inclusivement  jusqu'à 

x  =  a-|-  (n^-i)A,  plus  de  la  première  yaleur  de  u 


\ 
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^^^H 

qui  pst  inJélcrmiiiée, 
cnnslsnlc  nrliilmire  q 
faire  (lispamiti-u 

Pour  rûTCnir  Je  ^'u 
faut  elTectucr  autant  d 
rentiatinnt,  ce  qu'on 

et  qui  tient  ici  la  place  d*  Il  V 
\ue  le  patsage  de  Hi  à  Au.  ■    pu    1 

,  —  f  (ï)  à  u^ ,  il  est  évident  qn'il 
'intégrstiom  qu'il  ^  a  eu  de  diBv- 
indiqnerait  ainsi. 

X'A'u^ 

=  u^  =  X-!M.                              _     , 

A  cliacunc  de  cçt  opénitinni,  il  faudrait  ajouter  ooc      ' 
nouvelle  constant.!,  w  qu'on  peut  volt  aurai  en  oUer- 
vanl  que  l'È^uatioii  ù'tt^=[(x) ,  ne  donnant  les  diffé- 
reoai6de   la  fonction  qu'à  comuieocer  de  l'ordre    r, 
laî««!  indi'sterniinécs  les  r  quantités                                        J 

H,      iu 

,     ù'u, . .  .ùT-'u,                                J 

et  par  conséquent  le»  i 

■  premiers  termes  de  l'ei  pression 

.,  =  »+-Au  + 


«(«- 


-^A-M+etc  (397), 


BU  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  »  relative 
h  x=a,  à  celle  qui  se  rapporte  k  jr=a  +  '^^• 

SgS.  On  voit  donc  qu'ici,  comme  pour  les  différen- 
tielles, l'intégration  introduit  un  nombre  de  constante» 
arbitraires  égala  l'exposant  de  l'ordre;  mais  il  y  a  cette 
diffcrence,  que  les  quantités  qui  disparaissent  quand 
on  passe  aux  difTércntielles,  sont  absolument  constantes, 
au  lieu  que,  pour  se  détruire  quand  on  prend  les  diffé- 
rences ,  il  suffit  qu'une  quantité  demeure  la  même  lors- 
qu'on passe  de  X  à  a;  +  A  :  et  il  en  existe  de  telles-, 
car  il  est  visible  que  rciprcssion 


$(  sm  - 


/ 
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jouit  de  cette  propriété  ;  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ç. 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus 
dans  la  fonction,  pour  qu'elle  ne  redeyienne  la  même 
que  dans  le  seul  passage  de  xàix  +  h,  ce  qui  n'aurait 
pas  lieu  pour  une  fonction  qui  ne  contiendrait  que  Pun 
ou  l'antre 9  puisque 

,     2i7rx         .     2w(lh  —  x)         .     /  asrxX 

sm  -jp  =  sm ^ =  8.n  (^  »~  -j-), 

Hkx  23r(A  — jr)  /  2îr*\ 

co,^  =  oos j^ =  cos(^2r— ^); 

nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géomé- 
trique de  ces  fonctions. 

396.  II  est  à  propos  de  remarquer  qu'en  prenant 
l'intégrale  de  chaque  membre  de  l'équation 

Atf+Av— A«'=A(m  + V — w)     (376), 

il  vient 

X{àu  +  A^  —  Au^)  •=sw\'if  —  w 

ce  qui  ramené  l'intégration  des  différences  polynoméT 
à  celle  des  différences  monômes. 
De  même  Véquation 

aAzi  =  A.au    donne     £.aAi^=:  Au  =  aSA2/, 

par  oit  l'on  voit  que  les  constantes  passent ,  comme  on 
veut ,  sous  le  signe  S  ou  hors  de  ce  signe. 

397.  Lorsque  f(«)  est  rationnelle  et  entière,  l'ex- 
pression de  Un  y  en  se  terminant ,  en  donne  l'intégrale 
exacte.  En  effet,  si  m  désigne  Tordre  auquel  les  diffé-f 


\ 


590 
rences 

de  û'u,  =  l(x) ,  il  Huil  A-  f («)=  A'- 
dernière  diflcrence  mt  constante 


cette  fonction  sont  constantes  (38o),  o 

et  que  cette 
r-le-chanip 


^  ,.a.3....(r  +  ™)  "       "■ 

u,  ùii,  A'u,    etc.   répondant    à  x=ia;   et  sî  l'on  fait 
a  +  iih^x,  u,  devitntlra  u,. 

En  posant,  pour  abréger,  J{a)  =  v,,  il  viendra 

ù.'u  =  t',     Cy'*^u  =  ù^■, i'*"u  =  AV; 

u  et  ses  ilifférences  jusqu'à  l'ordre  r —  i  ÏDclusivement 
denieureot  arliitraires,   ainsi  qu'on  l'a  ilc}àTU. 
Soit  pour  exemple 

Aut  =  *■*  —  Sx*  -{.  6f  —  I , 
l'accroissement  de  x  étant  1  ;  on  aura  r  :=  1 ,  m=3, 
h=  I  ,  et  si    l'on  suppose  a:=  o,  on  trouvera 

ûV  =  6      '  AV=o'  (38o), 


d'où 


3«*~a6r^+69j'— 58j 


3.4 

+  con«<. 


La  formule  générale  de  cet  article  compreod  le  cas 
dans  lequel  la  valear  donnée  pour  ùuc  serait  cons- 
tante :  on  aurait  alors  A'u  ou  A^i  ^  o. 

On  voit  immédiatement  aussi  que 


l 


5^3  rKAlti   ÈLiMKMTAlItB 

On  voit  icii]U(!(lnnsl'!ut^riile,  le  iwtulire  du  facteura   1 
lurpatsi'de  l'unîté  celu!  des  facteurs  de  la  diR'éreaoe ,  et 
que  le  diviseur  est  m  +  t  ,  ce  qui  al  Ltca  analuguc  à  1 

la  torm\i]efx"dx  =  ~^^   (167).  ! 

On  lot^rc  aussi  la  fraction 

parce  qu'en  prenant  U  différence,  an  trouve 


(.  +  A)(;f+aA)C«  +  3A).. 


^(n+A){i  +  5A) ^x  +  {m 


r«patMiit  aux  intigrale)  et  metlaDt  pour  u  sa  valeaj 


=  W.i(.+  4H>  +  '*)    ■Il +  ("■-')*]  ' 
i  l'on  éctit  m —  i  su  lieu  ile  m ,  on  obtiendra 


'■»(i  +  *)(>  +  2*)....[A:+(m-i)4] 

=  (m-  ,)M»  +  '0  (•  +  »'0 [x+  (m-=)ÂÎ' 

399.  Les  formules  ci-deisus  peuvent,  servir  aussi  'à 
l'inléf^ration  des  fonctions  de  la  forme 
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parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produits 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes.  Pour 
le  faire  Toir,  je  choisis  cet  exemple  très  simple  :  x^, 
et  je  fais 

x''z=ix  +  h){x+Q^h)(x  +  3h) 

en  supposant  que  h  désigne  l'accroissement  de  x.  Si 
l'on  développe,  et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances 
de  :r,  on  aura 

x'  =  *'  +  6//X*  ^  1 1  h^x  +  6/*^  ^ 

+  j^x*  +  3A/IX  +  2^A* 
+    Bx    -\-  Bh 

+  ^; 

«t  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  :r ,  on  formera  les  équations 

6//  +  -^  =  o  > 
iih^  +  ZJh  +B  =  o, 

6A'  +  2^/**+  Bh  +  C=D, 

desquelles  on  tirera 

>^— — 6à,     Bz=z^h\     C=—h\ 
et 

x''=(x  +  h)  (jc  +  2À)  (x  +  3/0  — 6A  (x +h){x  +  aA) 

+  ^h\x+h)  —  h\ 

ce  qui  donnera  »  en  vertu  du  n?  précédent , 
Xx^=z-^x  {x+h)  {x+^h)  {x+3h) 

—  2x(jc+/0  (*+2 A)  +  ^  /ix{x+h)—k*x+const, , 

puisque  X  —  A"*  =  —  A'  S  i  =  —  A*x  (397). 

400.  Lorsque  w=  Jf*""*"*  et  que  m  est  un  nombre  en- 
tier, il  vient 

Cale,  intégr.  38 


I 


5^  TLuri  iLiUENTAIIB 

.l!!!±LU+^"Ja)g.-.,..+("+0^"t;-3L)^-,> 


,.3.4 


..+*- 


En  tnt^^nnt  Icrnie  à  terme  chaque  lurmbre  de  cetlB 
^qualion ,  remottant  dan»  le  jireiuier  x"*",  au  lieu  de  u, 
et  pa.ssant  hors  du  signe  £  lea  facteurs  cunslans ,  on 
olilicuflra 


.  -(-  A-^'zj". 


Cette  ê<{uation  ferait  1 
avait  Sx"—,  Si"—,  , 


nnaitre  Tintégrale  Zx",  1 

.ïi*,  puisqu'on  en  lircri 


!«:-  = 


i)A 


-A"X«»l 


Si  l'on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m— t , 
m — 2,  m — 3,  etc.  pour  m  ,  on  formera  des  esprcssioos 
de  Sx"'~',  ï*""*,  S*""^,  etc.  ,(juî  ne  dépendront  que 
des  intégrales  des  puissances  de  *  qui  leur  seront  Ves- 
pectivcment  inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs eu  remoiitaot;  etsi  l'on  prend  d'abord  m=  o,  il 

vient  ï*°=:t,  comme  dans  le  a' Sg-) ,  parce  que    la 

formule  générale  ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  m  de 
terme»  affectés  du  sij^ne  £. 

Faisant  ensuite  m^^i ,  m^a,m'^3,  etc.,  et  subs- 
tituant successivement  pour  Zx°,  Sx',  Sx',  etc.,  les 
valeurs  auxquelles  ou  parviendra,  on  formera  cette 
table  : 
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/'■ 


h' 

1  4P*  I 

2  A         ^      ' 

,        I  X*        I     ,   .      I       ., 

4  A     2       2.2 

•A* 


i;r 


.6 


2**  =  i^  — ^^  +  ^**A- 


6/1 


2.6 


2.6 


etc., 


où,  pour  abréger,  on  a  omis  la  constante  arbitraire  que 
comporte  chaque  résultat. 

^01.  Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction,  on 
peut  supposer  en  général 

Sje"»  =  Jx""-^  '  +  Bx^  +  C*"»-  '  +  Z>«f-*  -{- (etc.  j 

en  prenant  la  diSërence  première  de  chaque  membre, 
on  trouvera 


1.2  1.2.3 

'    ^       —      «"^A'+etc. 
x"-»A  +€tc. 


I 


x'^-'h  + 


B 


+ 


1.2 

{m — i) 


+etc,, 

et  comparant  entre  eux  les  ternies  affectés  d'une  même 
puissance  de4r,on  obtiendra ,  entre  les  coefEcIens  jéj 
By  C,  Dn  etc. ,  les  relations  suivantes  : 

38.. 


i 


TRAITA    ilAttritTAl 


2.3 


avec  lesquelles  on  déduira  facilumcntlcs  uas  dei  aulria 
les  cofî^cîciis  de  l'expi'OMiou  île  Ij;",  quel  que  $o!l 
rcxposA  m.  Ed  calculant  iiuuiéd internent  les  douas 
[tremiers  Icrmes,  on  trouvera 


S?"^     a. 3      »  6.5  ï.3.4 

,.("■—)  (»—»)(..— 3)  (m— 4)A' 


)/,' 


6., 

2.3.4.5.6 

3 

2.3. ...8 

5 

m(,»-i)....(™_  8)/.> 

6... 

2.3.. ..1» 

69. 

m(m-,)....(»,_,o)J" 

3.0. .3 

2.3 2 

35 

mC™-i)....(m_,!)A" 

î.i5 

2.3.. ..,4 

3617 

».(m-i)....{„— ,4)/,iS 

3o.., 

2.3 6     , 

4386, 

m(m— i)....(m_,6)/," 

42.  ly 

2.3....,8 

_"'■"" 

™(m-.)....(„.-,8)i'. 

2.3... 


a  • 


>       » 


^^^^^^^^^^^■^ 
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i 

d'où  il  rêjullc 

4 

a'  =  X«-(o*  — 

■)=("' 

— 

0!^'                 ^ 

el 

1 

Zo-  = 

•• —  1 

1 

^n\.  Pour  Les  fonctions 

circuUi 

re>, 

on  a  1°.  réqiMl 

.  tion 

coiA  —  cosS  = — ïiii 

«;('<- 

.«)«o.;(^+«), 

1     i]ui  donne 

ûco«=cosC*+A)— co* 

I  =  -S 

niD 

;A.in(i+i*), 

^  d'oïl  l'on  tire 

'  ^+i''->=-lSà' 

,  et  sinjt 

=  - 

ic™(:t— i*) 

tégralc  de  chaque  membre  de  la  dernière  équation , 
on  obtient 

cosfx — fA)   , 
ïsini= ■■    ,  '    f  -^coMt. 

3'.  L'équation 
BÏBJf— sina=àsini  C^— a)  coji  (^  H-ZT), 


AsiDX=sin  («  +  A)  — sini!=28inî  Acos(i  +  îA)i 
d'oii  il  suit 

_  Asm(x  — 1  A) 


»C*  +  iA)s= 


QiA 


3*.  La  conversion  des  puisunces  de  sinus ,  de  cosi- 
nus et  de  leurs  produits,  eu  fonction  de  sinus  et  de 
cosinus  d'aros  multiple8>  ranùoera  aux  deux  formules 
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ibrinule  dans  laquelle  les  coefliciens  eiprimés  en 
iioiubres  mérîtent  attention,  parce  qu'ils  reyiennent 
souvent  dans  la  théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer,  a\ant  de  finir  cet  article,  que  sî 
Ton  multiplie  Xar"*  par  //,  et  qu'on  passe  cet  accroisse- 
ment sous  le  signe  £,  on  aura  l'équation 


•'"•+"'         I       ,    .    I  m/** 


:Lx'"k  = x'"h  +  -  '-^  *■-"  —  etc.  +  consù. , 

7/^•-|-  I        2  2  2 .  J 


jm+i 


dont  le  second  membre  a  pour  limite +  consti 

'  m  +  i 

lorsque  /;  s'évanouît ,  cas  auquel  Ix^h  se  change  en 

fx'"dXf  d'après  ce  <[u'on  a  vu  dans  le  n"  236. 

4 02.  Ce  qui  prcccde  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques,  rationnelles  et  en- 
tières, dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  reçoit 
un. accroissement  constant  Soit  pour  exemple  la  fonc- 
tion 

Ax'  +  Bx^+Cx  +  D,, 

en  ol>servant  que 

XÇ-^x^-i-nx^+Cx+D)  =  AXx^+Bljx^+CXx+D'Lxl', 

et  mettant  pour  2a;'^,  ïjf*,  Tjf  et  Zx°,  leurs  valeurs^ 
ou  trouvera 

X{Ax^  +Bx^+Cx+D)  = 

nh^^3Ch+6D      . 

H >-; X  +  const. 

b/i 

4o3.    Dans   l'intégration    des    fonctions    transcen- 
dantes, je  me  I)ornerai  aux  fonctions  exponentielles, 
et  circulaires.  On  a  pour  les  premières 


^^^ 

l^^l 

^B 

^H 

6i>i> 

pn*ITA    ÉLÉMENT  JIIIE 

4 

«xpreaion   qui , 

par    le   cl>3 

ingénient    de 

,  etc.,  ooiijui 

t  aux  suivante!  : 

— ë- 

-«..-- 

elc. 

. 

— S- 

-'-^- 

•  rtc 

d'u    I  a*u 

d>K 

<1*K 

P 

''3Ï~7.J<^ 

(1*1 

-«"•-3?- 

-  etc. , 

ctcC), 

.   clîmEuera 

n™  de  Sa,  le.  tarti™ 

^ 

^,1» 

,<!■« 

.J'"     ... 

et  il  est  aUé  de  voir  que  le  résultat  sera  oécessaire- 
nieiit  de  la  forme 

Zu  =  ^f,idx  +Ju  +  Bh^  +  Ch*  %-  +  elc. 
A  dar  d*' 

La  diStermi  nation  des  copfficiens  A,  B,  C,  etc. ,  s'opère 
ici  comme  dans  le  ii"  3gi ,  par  la  con s tdc ration  de  la 


(*)  O"  ('irme  iiuisi  ce»  cxprtisli 
,  ce  qgi   ne  proDvs  ■! 


m  oUcrvaul  que , 

oit  a  d'alioril  dAuss  Adu, 


puiiqae 

,iiu = -i  [  f(i  +  A)  -  r(T)]  =  [f!  «■ + A)  -  pct)!  h«  , 

Adu  =  Af  {i;  Ji  =  [f'(x  +  A)  —  I'»]  di  i 

ttentuilc,  (i  l'on  (huc  Zu=:  f/,  ce  qui  donne  u^  aC/,  il  •îcnl 

au=dAf  =  Adf/, 
tl'oii 

*lu=IAd(/=d£/=  JÏH. 


» 


•  t  •        -1 


•• 


6oo 


TKAItI    KLiMKNTAIBB 


■    ■ 

^^^*  avec  lesquelles  on   élîmiuera  successivemeut  de  la  va- 
^^^F  leur  de£u,  les  fonclioas 


qui  ,   par    le    ctii 

iiigcRient    de 

d-« 
dï 

1  et«J-. 

conduit 

HUX  suivautei: 

4  = 

1 
=  -«- 

-S- 

-Wï 

d'à 

A'ii 

-'ë- 

-M-ï 

d'« 

37.-' 

4'"= 

_id»« 

-ë- 

-«/.■î 

d>.i 

d?- 

et  il  est  aisé  de  voi 
nient  de  la  forme 


que  le  résultai  sera  oécessaire- 


Su  =  Tfudx  +  jiu  +  Bh  - 


La  détermination  des  corfiiciens  Jt,D,  C,  etc. ,  s'opère 
ici  comme  dans  le  a°  $91 ,  par  la  considératioa  de  la 


S  =—  ^  -^ — ,  ce  qui    te  piouve  aîuti  :  011  ■  d'abord  dAu^  Adu, 
puiiqac 

.ii«=d[r[ï+A)-f(i)i  =  [r!*+A)-f[.»)idT, 

Adu  =  if  (Tjdi  =  [f'(x  -t-  A)  —  t'i'i)]  di  j 
«tcniuilc,  (i  l'on  pose  J.u=U,  ce  qui  donne  u  =  aU,  il  ^ieat 

d'ail 

adi»=ïid(/=d£/=  dïu. 
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fonction  particulière  e*,  pour  laquelle  on  trouve 


^'  =  1 -,     J'e'ix 


d"*.e^ 


e 


d'oii  il  suit 


-jT^—  =\+A  +  Bh  +  C}i'  +  etc. , 

ce  qui  montre  que  les  coefRciens  A  ^B  ^  C  y  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  // 

dans  le  développement  de  la  fonction  -jj ,  réduite 

en  série  ascendante  par  rapport  à  cette  lettre. 
Si  Ton-mct  pour  e^ — i  sa  valeur 

-A 5  +  etc.  (27) , 

1       i.a       1.2.3  V  // ' 

il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  pre- 
miers coefliciens  Aj  B ,  C ,  etc.  :  on  trouvera 


A=~l,  5  =  — ,  C=o,  D  = 
2  12 


720 


-,£J=o,  etc.. 


et  par  conséquent 

1  ^  ,         I     .    A  da        tP  <Vu 


Zu 


=  rfudx u-i -; r—  -H  etc.  (*). 

h  2        i2d4F       720  i\x^  ^ 


('*')  Tons  les  coeflicicn8  de8  poîssances  paires  de  h  sont  nuls  ; 
cela  est  prouve,  ainsi  que  la  loi  générale  des  autres,  dans  le 
Traite'  in'4®  »  t.  III ,  p.  106  et  suiv. 

La  même  formule  (fonne  pour  fudr,  une  valeur  qui  peut  rem- 
placer avant.'igcuj»oment  la  formule  (III)  du  n^  333,  surtout  quand 
on  y  substitue,  au  lieu  des  coefEcitrDs  difPerenlicls,  leurs  valeurs  en 
différences  (3()2).  Le  résultat,  comme  ceux  du  n«  388,  peut  s'ap- 
pliquer aux  fonctions  dont  on  n'a  [>oint  l'expression  analytique  ^ 
mais  seulement  une  suite  de  valeurs  numériques.  {Ployez  le  Traite' 
in- 4*»,   t.  III,   p.  183  et  suiv.) 


r  la   formule 


a  S'il, 


''■+  "  ^X.^  A--^'  +  fi  ^^, /r-*-  +  etc. 


LEtoa  trait!  ii.iMSMTAiii 

406.  On  obtiendra  île  la  niémeniiBniÈro.st  satu  plu» 
de  ililîlcullr,  l.-»  iuti'grule»  ï£« , 
et  on  génï'ral  £"0  ; 
■ 


mluit  k 

.a-, 


..j— '. 


fàisanl  ensuite  -r--=:u,  im  aura  i 

OOU.II^IIICIlt 


^/"'uilc",  et  [lar 


Pï-«  =  -L/^",„lx»'— «Aï:"y— Ml" 


d*H 


-etc., 


ù  l'on  mettra  successÎTement  -j-,  j"ï>  etc.,  au  lieu 


de  u ,  pour  obtenir  les  Taleurs 
S"  '—  =  AZ—'aU»""  '— ■feX'"-?- 


-^A'2-v 


^"ë=ï^^"-''^*"--''^"ê-'**^4 


-  etc. , 


etc-, 


,.<!•• 


à  l'aide  desquelles  un  chassera  ï"  -7-,  2"-; — ,  etc.,  de 
ilx  d*' 

l'expression  AeVu.  L'équation  finale  pourra  être  re- 
présentée par 


-^s^./-'"J^- 


^^  TA 

.+  y/ud* 


+  JVu  +  PA  J^  +  Çft'  ^"  +  etc.  i 
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et  lorsqu'on  fera  ussr',  elle  deyleadra 

^,h  -«  ,)m  —  /jm  +  ;j«  ^1  +  /jm-. +   ^^  - 

+  N  +  Ph  +  Qh*  +  etc.  : 

les  coeffîciens  A,  B , M ,  N ^  etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h  dans 

le  développement  de  r-j ^\  et  de  là  résulte ,  entre 

les  intégrales  et  les  puissances  négatives ,  une  analogie 
qui  n'est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences 
ont  avec  les  puissances  positives ,  en  sorte  que  l'on  doit 
regarder  les  intégrales  comme  les  differencefed'un  ordre 
dont  l'exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en  effet,  que 
d'aprës  ce  qu'on  vient  de  voir ,  on  peut  poser 


I'^u=  ' 


(>-,)" 


=(>-.r, 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis- 

chtF        d^»             ,             .            j 
sances  y-  en  -pr,  en  observant  que  dans 

,  _-==d""^Mdy^,  d"'  équivaut  i/',  ou  bien  encore  écrire 


u=z\e^^—i) 


ur^ 


expressions  qui  se  déduisent  de  celles  de  d^u  (3gi) ,  en 
affectant  l'exposant  m  du  signe  — . 

407.  L'intégration  par  parties  se  pratique  sur  les 
différences  aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient 
P  et  Ç  deux  fonctions  quelconques  de  x\  on  fera 

2PQ=QzP+«, 


Oi>4  mirri  ii.itamrAtnr. 

t  ilani  uni-  fonction  Iiii^nnue  cl(!  Is  même   vanabFe', 

H   )ir(Miant  la  ilifli^rcuce  do  dia<|ue  uipiubi-a  de  cette 

/>Ç=(Ç  +  ûQ)S(P  +  ûP)  — ÇSp  +  Ax; 

<lt'vdoppai.l  eln<1uisant,en  observanl  «lUe  Q!L&P=PQ. 
il  ïltiiJr-. 

o=aÇï(p+A/»)  +  a»,  ou  As=  — AÇ3:(i'+ii/'), 

pi  pnr  cuiiséquciit 

s  =  — SûQs(P  +  A/0, 
puis 

IPÇ  =  ÇS/*—  2ûQ£(P  +  ûP) C^) , 

formule  qui  (IfTÎent 

spi;^»  =  çvp  _  viQ2p_      ^ ,  j  ^ 

lorsqu'on  écrîl  P,  pour  P  +  AP. 

Si  dans  la f..rmule(^)  OD  change  Q  en  iQ,    P  en., 
sP, ,  et  qu'on  oliserve  que 

2P,-|-A2P,  =i;(P, +AP,)  =  ^''o 
on  en  déduira 

ïiçip.  —  Açrp,~  sa'Çrp. , 

et  In  formule   (i)  deviendra 

Z/'y  — -  Ç£P— A<JS*P,  +2A'Qï'/',       (a). 
Changeanl  ensuite  dans  l'équation  {A),  Ç  en  A'Ç,_ 
P  en    S'P,  ,puis   rcniarquaçt  que 

rP,+  A£*/',=  rPî, 


SA"  Qs'i»,  =  A'ÇI'P,—  S  A\>Ï^P3, 
cl  la  furiuule  (a)  deviendra 
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ce  qui  conduit  à  l'expression  élégante 

XPQ  =  QsP  —  aQS'P.  +  A*Ç23p^ 

— A3Ç2+P3+  A*Ç2^P4  —  etc. , 

donnée  par  Taylor,danslos  T^ransactiojis philosophiques. 
SI  l'on  y  met  pour  P| ,  P^,  P^,  etc.,  leurs  \aleurs en 
P,  et  qu'on  eflectue  les  intégrations  qui  deyienncnt 
possibles ,  elle  se  chanp;e  en 

2:P()=Ç2P— AQ(S«P+SP)+A«Ç(2;3P4.22:*P+2P) 
— A^QCZ'P+SS'P+SX'P+SJ'j+etc 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l'a  présentée 
dans  son  Essai  sur  l'application  de  l'Analyse  à  la  pro- 
bahililé  des  décisions  ^  page  iG3. 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène 
à  des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque; 
et  si  la  fonction  P  est  susceptible  d'un  nombre  suiBsant 
d'intégrations  successives,  on  parvient  à  l'intégrale  exacte 
de  la  fonction  PC. 

jippUcation  du  calcul  des  différences  à  la 

sommation  des  suites. 

4o8.  Dans  une  suite  quelconque 

U    y       U\    y       U^f   ,    ,    ,    ,  Ufl^l    >       Uji  y 

le  terme  général  Un  peut  être  regardé  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent,  en  sorte  que  si  Ton  fait 

on  aura 

^»S»«_,  =  Un     et     Sn^x  =  2'#,     (394). 
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11  ïiitl  lie  li,  que  In  somme  entiJ-re,  en  y  compn^- 
naiit  le  terme  gcnûrol  ,  «era  ,  ^ 

S.  =  Sa,  +  u,. 

On  voit  antsi  que  S„  r^nultant  Ae.  S^^,  par  lecbAn- 
gemenl  Je  n  en  n+i .  feipreision  de  S,  iwutsedé- 
(Juirtf  de  la  mftinc  maniËre  de  celle  de  £«■■ 

Si  donc  fC*)  désigne  le  terme  gÉncr»!  d'une  »éria 
quclcontiue,  daiit  laquelle  la  dilTéntice  de  U  rarialile 
indû|>cDilanLc  *oit  h,  la  Mimme  de  cette  série,  que  je 
rcprownlerai  par  Sîix) ,  sera 

sîix)  =  xtix)  +  rcx) . 

ou  bien  «'obtiendra  en  ntcltant  x+h  au  lieu  de  x, 
dans  £(t'')',  et  il  ne  Taut  pas  manquer  d'ajnnier  au 
riisultat  «ne  conslanle  ;iilntrn!re. 

Lorsqu'on  np  ilimando  In  soninie  de  la  suite  ijue 
pour  (les  valeurs  entières  de  l'indice,  la  conslante  ar- 
bitraire étant  alors  une  véritable  constante  (SgS),  se 
détermine  comme  celle  des  inté};rales  aux  dîBcren- 
tielles.  Si  l'on  fait  commencer  la  suile  au  terme  cor- 
respondant à  l'indice  ;i'=a,  et  que  l'on  ait  en  gênerai 

il  faut  que 
F(fl) -J-cofis(.  =  f(a),  d'oi  cofM(.  — r(a)— TCa), 


S(ix)  =  ei')-F(a)+f{a). 

Si  l'on  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à  l'in- 

licc  ar=!a  +  «/j,  il   TÎeudra 

l\a  +  ,J>)—t\a)  +  {[a), 
e  qui  se  réduit  à 


•  ■ 


!•      •■       •  •    •••  ■ 


4 


— h  contt. , 
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^.T(»-+0Cr->-a)_^j:+iK*+a)(T+3) 
*        1.2:3       ~~  I  a. 3. 4       , 

de, 

oii  l'un  peut  supprimer  les  oonitanlo,pHrcc  que  toute» 
CCS  Mpnniiim»  s'éianouissenl  quand  1:3=0. 

Pa&sant  aux  séries  inverses,  dont  les  termes  goni'i-.iux 

I  i.a ..3.3 

on  (rouTS  la  seconde  formule  en  défaut  pour  la  pr&- 
nlëre  s«;rîe,à  CAuso  du  diviseur  1 — t  ^  mais  pour  Itt 
«utrcs,  on   a  _ 


1.25- 


:rC*. 


0(-»  +  2) 


Cx+  0(^+2)^ 


Eti  Oéterminant  les  constantes  pour  que  les  somme» 
parlent  du  premier  terme,  qui  est  l'unité  dans  cliaqoe 
série,  ou  trouve  les  expressions 

qui,  se   réduisant  à   ',  l,  etc.,  lorsque  *  est   infini, 
«lonneut  les  limites  des  séries 


'  +  3+ 6 +;;•■■•+ 


410.  Eii  mettantar  +  A  au  lieu  de  x.dans  l'exprej- 
siou  de  Ir*  (4oi})  <>■>  obtiendra  de  même  Sx'",  c'est- 
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à-dire  la  tomme  des  séries 

Si  Von  déyelop^  en  particulier  5x%  et  qu'on  fasse 
A  =  I ,  il  Tiendra ,  après  les  réductions , 

pour  la  somme  de  la  suite  des  quarrés  i  >  4>  9»  •  •  •  •^* 
4ii*  On  conclura  des  ùuméros  ^o3,  4^4»  ^^^ 

Sa^  =•      -7 1-  consi, , 

.  cos(*+i^ 

^  Sins  =3 : — rr +  COTUt.  , 

2sinf /i 

_  sin  (*+4^)   ■ 

fi'oos  X  =  ...      +  co/w/^ 

Pour  obtenir,  par  exemple,  h  somme  de  la  série 

sina,     sin(a'4-^)y  • -sinCa-f-T^A)  y 

il  faudra  prendre    Ssinxy  depuis  «  =  a— A  jusqu'à 
»=a  +  nA   (4<>8),  et  il  viendra 

cos(a — y/Q— cos(g+^^ + i  ^  ) sîn(g+^yt//)sîni(/>4'  i  )  A 

ssin^A  siu;A  * 

L'expression  générale  de  2tt  du  n®  4^^>  donne  aussi 
pour  ^1^  une  formule  générale  dont  on  trouvera  plus 
loin  (435)  une  application  remarquable. 

De  Vintégration  des  équations  aux  différences 

à  deux  variables. 

4 12.  Jusqu'ici  j'ai  supposé  que  la  différence  de  la 
fonction  chercbée  était  donnée  explicitement  par  la  va- 
riable indépendante  ;  je  vais  maintenant  m'occuper  des 
Cale,  intégr,  3g 


ICio  TnAiTè  iLÙixNTAini  ^^^^f 
cas  oh  Von  a  seulement  une  rtjuatîon  oontcnant  c«tt»| 
fonction,  ses  diflcrcnces  ,  la  variiililc  indt^pcitdante  1 
ft  EAn  anrcliji^pmpiil.  Si  la  rmii^linn   v  iti^iu>M.I    .t»  I ' 


et  son  accroissemeul.  Si  la  fniictioD  j  ité|)cud  ile  bt  t 
rî.ible  X  dont  l'accroUscment  toit  constant,  IVutuUoa 
|>i-oposcc  scrn  comprise  iluns  la  formule  génûriild 
l'C*,  y,  Ar.  ûV,eioO  =  o. 
Il  est  à  propos  d'wbscnw  ijnc  l'on  peut  en  faire  da-  I 
paraître  les  diiïérences  ày,  i'y,  ctc- ,  en  le»  reinpU-  ] 
çani   par  les  ralt'urs  consécutives  de  ^,   pmii<|u'oD  a 
4x  =  .y.  — ^.     '^>  =  ^.  — ay^  +  ^.cto.     (377); 
et  le  résultat  prendra  la  forme 

*■<»(  yi  y>  I  y'>  «to.)  =1©, 

dans  laquf:1le  on  voit  que  toute  ciguation  aux  dilTé- 
re.nccs  fait  onnaitrc  la  valeur  de  la  fonction  chcrT 
chée,  par  le  mojen  iian  certain  nombre  de  Taleors 
Hnléc^dentes. 

Si  l'i-quation  était  du  premier  ordre,  par  exemple, 
on  aurait  jr, ,  par  le  moyen  de  y,  si  elle  était  du 
second,  on  en  tirerait  y^,  exprimé  par  y,  et  parj-, 
et  ainsi  de  suite. 

Il  eit  facile  de  s'apercevoir  qu'une  équation  quel- 
conque aux  différences  équivaut  à  une  série,  dans 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  de 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l'in- 
dice qui  marque  fe  rang  qu'il  occupe.  En  effet,  lors- 
qu'on a,  par  exemple,  j,  =  f(T,  j,  j-,).  on  en  dédoil 
ys-ti^+h,  y,,  y.):  .v-4=fC*+2A  ,  y,  ,  ^3)  ,  etc., 
h  désignant  l'accroissement  de  «,  et  l'on  forme  ainri  la 
s^TÎe 

y-,  y^,  j*,  yi-,  yi,  etc., 

au  moyen  de  ses  dea\  prrmier»  terme». 
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Ce  câiT  particuTier  sulBt  pour  montrer  qae  dans  la 
série  réaulianie  d*une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences j  il  y  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  tordre  de  cette 
équation» 

4i3.  On  peut  changer  toute  équation  aux  dîlTérences 
en  une  équation  différentielle  d'un  ordre  infini,  en 
substituant,  au  lieu  de  ày^  û'^,  etc.,  leurs  dévelop- 
pemens  d'après  le  n®  891  ;  et  il  n'est  pas  moins  évident 
que  l'on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  infini , 
en  remplaçant  les  coefBcicns  différentiels  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n**  892. 

Il  ne  parait  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l'in- 
convénient d'introduire  un  nombre  infini  de  termes , 
puissent  être,  en  général ,  fort  utiles  pour  l'intégration 
<les  équations;  mais  elles  sont  très  propres  à  faire  sentir 
ce  qui  distingue  le  Calcul  différentiel  du  Calcul  aux  dif- 
férences. Elles  prouvent  que  parla  nature  de  ce  dernier, 
les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent 
être  nécessairement  déterminées;  car  si  l'on  avait  une 
équation  entre 

Xy  y  y  àxyùiy,  A»y,  etc., 

dans  laquelle  l'accroissement  ù^x  demeurât  indéterminé, 
qu'on  la  développât  suivant  les  puissances  de  ùx^  ùy, 
'^^Ji  etc.,  ce  qui  Idi  donnerait  la  forme 

j4ù,x  +  Bù^y  1 

-{-  CAjc*  4-  Dàxày  +  £A)'*+  Fà^y  [  =  o , 
+  etc.  J 

on  y  pourrait  substituer, au  lieu  de  Ay,  A'^,  etc.,  leurs 
développemens;  et  comme  àx  y  resterait  encore  in- 
déterminé» il  iâudrait  que  les  coefficiens  des  diverses 

39.. 


fin 


i.  iiÂM^ 


pUKsancM  âc  cet  accrois.icment  s'évanouisïènt  cl*ms< 
mftmRs.  On  olilîpniJrait  ainsi ,  entre  les  «arialtira  x,  Jf 
'ft  leur»  tlilTiTmli'Urs,  un  nonilirc  infini  d'équaiii 
qui  dcvr.-iient  l'ni-uordiir  enirc  ell»,  pour  qiro  lu  pro- 
ponl'e  signifiât  quelque  c1io»e ',  et  (tnni  ce  cas,  elle  na 
icrait  éqniïalenle  qu'a  la  première  i!e  t-es  équations, 
Jonl  Ici  autres  dey icnd raient  les  ililTêreutîelUs  suc* 
cessives. 

En  ne  supposant  l'ûqiiation  aux  diflcrcnccs  que  Jn 
nrciuicr  ordre ,  ce  qui  la  réduit  k 

v^i*  +  ^i^  +  CAr*+ ZJiliily  +  ^Ay'  +  etc.  =  o, 
cl  prenant 

il  vient 


^■^  ^  a.  ^'^  ^  j.  ?^    ^'^ 


+  etc.. 


■S 
«S" 


ex 


>  ijt'  +  elc.    >  =o. 


d'oii  l'on  tire 


^^l+^"^+C+ 


_B_ày_ 


uite  d'ôquations 


proposée  ne  pourra  se  v< 
une  valeur  particulière. 


e-peut  avoir  lieu,    la 
qu'en  assignant   à  Ax 


4 1 4-  Cet  préliminairea    poséi,  j'entre  en  matière 
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par  Pîntégration  de  l'équation  générale  du  premier  de- 
gré et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  dllTérence 
de  la  yariable  «y  ou  àXj  étant  i,  on  ait  l'équatioa 
4y-f*^y=Q»  analogue  à  l'équation  difierentielle 
traitée  dans  le  n"*  285;  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n^  cité  conduit  à  l'int^rale  de  la  première. 
Si  Ton  fait  y  =  im,  il  Tiendra 

Ly  =  uL%  -(-  %àkU  -f«  LuùkZ , 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

et  posant  séparément 

jbAm -f- Pws  =  o ,     ou     Aa-f-Pw  =  o, 
il   restera  z^As -{- AoAx  =  Q ,  d'où  l'on  tirera 

Ag  =     ^  ■  -     et     s  =  X      ^^     ; 

la  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation 

Lu  +  Pu  =±  o , 
dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables ,  en  lui  don*    ' 

nant  la  forme  —  =  •—  P ,  puiscpe  P  est  supposé  ne 

contenir  que  x.  Soit  usstf',  il  en  résultera 

Lu-=ié{y^^—\)  et  —  sse^'— i  =  — P, 
d'où  l'on  tirera 

*^'=i  — P,     A^  =  l(i_P)  et  /=:2l(i— P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i  —  P 
répond  au  produit  continuel  des  valeurs  successives 
que  reçoit  i  —  P  entre  les  limites  de  l'intégrale,  c'est- 
a-dire  a 


■■ 

Gi4                        TiiAiTé  ii-iMENTAïun                   -^^M 

, 

Cl-P.-,)Cl-P._»)Ci-P.-3)--..Ci— P.^  (io«)7\ 

81  l'on  (Icsîgnc  ce  produit  pai-[i — /*,_,],  l'expoMnt  «1 
marquant  le    nombre  «les  facleui»,  on  aura                    1 

(=1[.-P^â,                                  j 

d'oi'i   l'ou  conclura                                                   w^^^^l 

.=..^D-p-.:i         ^^ 

L 

rt»i  l'on  fiiit attention  qoeu+âM=Mi  .on  obtiendra  ^ 

1 

»+4n  =  [p-PJ  5  =  =  x 2__, 

w 

te  i]ui  donnsm  ciifin                                                             ^ 

.     [.     r._.r-     '='.,.. 

0-PJ 

la  constante  arbitraire  ûtanl  comprise  dans  l'iolégrat» 
indiquée- 

Cest  à  peu  près  ainsi  que  I^sgrange,  qui  le  premier 
St  voir  l'analc^ie  que  ïea  équations  aux  difTéfences  da 
premier  tiegré  ont  btcc  les  équ.itioDi  diflërentielles 
du  môme  degré ,  a  intégré ,  en  l'jGi,  l'équation  traitée 
ci-dessujj  il  applique  ensuite  foD  résultat  à  l'équation 
y,  =  I{y+Q,  qui  revient  à  y+&y=Ry  +  Q.  En 
compara nttcette  dernière  arec  ûy  +  Pj'=Ç,  on  a 
P  =  i—R,    t  —  P~IÎ,  et  par  conséquent 

Quoique  le  dévcloppament  du  produit  [■—'-''x— ij 
senable  supposer  que  la  diUérence  de  x  foit  ^ale  k 
l'unité,  on  peut  néanmoins  conserrer  l'expreuipn  pré- 
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■»  » 

cédente  9  lorsque  A:r  =  A^  en  concevant  qu'elle  rc|K>nd  à 

(  I  —  Px^h)  (  I  —  Ps^tk)  (  I  —  Px-  3/1)  etc. , 

ou  bien  transformer  l' équation  proposée  en  une  autre, 
en  faisant  x  =  hx',  ce  qui  -donnerait  Aj:=  hàx'  et 
Ax'=i. 

Lorsque  le  coeflicient  R  est  constant,  on  a 


y=R'j: 


H 


i+i 


et  s'il  en  est  demènie  de  Q,  Vintcgration  indiquée  s'ef- 
fectue facilement  :  on  obtient  dans  ce  cas 

En  général ,  la  valeur  de  y  pourra  être  délivrée  du 
signe  d'intégration  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

4i5.  Cest  la  méthode  donnée  par  d'Alembert,  pour 
les  équations  différentielles  du  premier  degré ,  et  dont 
j'ai  fait  connaître  l'esprit  (32o),  que  Lagrange  ap- 
plique aux  équations  de  ce  degré  et  d*un  ordre  quel* 
conque  aux  différences^  mais  j'emploierai  ici  le  pro- 
cédé par  lequel  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  177^,  et 
que  j'ai  déjà  exposé ,  d'après  lui ,  pour  les  équations 
différentielles. 

Premièrement,  la  valeur  complète  de  ^x  satisfaisant 
à   l'équation 

d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fonction  ^„  s'obtient  con^me  celle  de  jr  dans  le 
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D*  3og ,  lorsqu'on  en  connait  un  nomltra  n  île  valeim 
pHrliciilièrcs;  car  il  ctt  clair  qui:  ni 

y.,  y't,   y':., 

sont  (les  fonctions  de   s    qui  satîifsnent  SL'jiaréinpnt 
il  l'équation  (^ ,  l'expression 

y,  =  Cy,  +  C-y\  +  (Ty'.  -+-  etc.  j 

j  (atisfera  pareillement ,  sans  tlùk-rmi nation  (l«  cons-  ' 
ttintes  C,  C,  C,  etc.  ;  et  quand  le  nombre  de  se*  ( 
termes,  supposés  a)>6o1umcDt  irri-ductiklcs  entre  eux,  1 
«cra  n ,  elle  sera  l'intégrale  cumplHe  de  cette  i^quat!4>n ,  1 
puisqu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires.  J 

(Secondement,  l'cquation  I 

y.^,-¥P.y,^^,  +  Q.y.^.^....-\-0.y,T=r,  {B),  ' 
qui  a,  de  plus  que  la  précédente,  un  second  membre 
dépendant  de x  seul,  s'y  ramène  de  même  que  dans  le 
n"  3i4.  en  regardant  lc« constantes  C,  C,  C,  etc., 
comme  des  fonctions  de  x.  Dans  cette  hypothèse, 
l'expression 

y,  =  C,y,  +  C;y\+  C.y',  -f-  etc. 
conduit  d'abord  h 

résultat  qui  se  transforme  en 

y,^,=  C^y',^,  4-  CV'+.  +  C*,j'«-.  +elc. 

+  y,^,AC^+ jV.At-.+^V.ûC-,  +  etc., 
en  mettant  pour  C^^,, ,   C,^, ,  etc. ,  leurs  valeurs 

C,  +  AC,,    C-,  +  AC,,etc., 
et  se  réduit  i 
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lorsqu'on  pose 

y's^^àC^  +  y'.^ACx^y,^ACr^  +  etc.  =  o  (i) , 

de  même  que  si  les  quantités  C,,  C%,  C^j  etc., 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouTcau 
varier  x^  on  obtiendra 

J'x4^=^*4.iyx-h»+C',^.,y,^,+Cx^.ijK%-».t+etc. 
=  CVW.  +  C*,/,^.  +  Csy^s^^  +etc. 

résultat  que  l'on  réduit  à 

yx^  =  Cmys^  +  C^*/.+.  +  Cmy^'s^  +  cta , 

par  la  supposition  de 

ys^%àC^+  y\^àC^  +^%-Hâ^C^^+etc.=o  (2). 

Faisant  varier  x  une  troisième  fois  ,  on  parvient  à 

^x-h3  =C,/,^3  +  ^*/*+3  +  C^sy^x-^z  +  etc., 
en  posant 

yc+3AC^+/rH-3ACx  +  ^ V3AC*,  +  CtC.=  0    (3), 

et  l'on  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 

.i=^«y*^ii-i+^''xj''x+«-«+^*y*'-4-»-i+etc. , 

y,+»-.^C',+  /,-^.„_, AC%+  j.%^„_.AC^,+etc.=o  (;i- ,). 

Maintenant,  si,  dans  la  valeur  de  j'j^„_,,  on  change  x 
en  jp  -{"  ï  >  o"  trouvera 

^^,4.,=  C',^'',,».,  +  C\y\^n  +  C^y'x^n  +  etc. 

-^y'x^nC^C, + ^  V«^^"-  +  y''x^nC^Cx+  etc.  ; 

mettant  dans  l'équation  (B)  les  valeurs  de 

yx  i  yx+t  f  •  •  •  •  yx^n^i  9    yx-^n  f 

en  observant  que,  par  l'hypothèse  et  d'après  l'équa- 
tion (v/), 
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UTÉ    iliuttSTAlBS 

i 

àx^i,  sont  lei  filo 
toutes  deux  en  posAn 

giroplfis  lie  ce  genre.  On  utisUt  fij 
I^=C*"";  la  première  »ecl.«ngcerj 

«.  + 

»(---i)  +  i=o. 

Bt  la  «ecomlc  en 

«(<"-'}  + 

o„,  +  i(^-_,)  +  ^— o.              1 

U  discussion  de 
nature  et  de  l'étcnd 
wrtcnt  des  limites 
voulu  Rculiriucnt  qu 
reclierclicn  (*). 

CCS  transformées  et  l'exaiucn  de  k  . 
jedesinU'gralea  qui  eu    r&ullenl,' 
que  j'ai  dû  me  prescrire;  jo   n'ttj 
e  marquer  la  place  de  ces  □ouvellaH 

^^^^    JppUcatîQn  du 

Calcul  intégral  à 
des  suites. 

la  théari^ 

423.  L'inlt'gration  des  il iUerenti elles  à  une  seule 
vnriable  ayant  conduit  à  des  scriot,oa  en  a  conclu 
(ju'un  pouvait  représenter  une  série  par  une  înlëgrale; 
et  comme  on  a  des  mi^lhodcs  pour  calculer,  au  moini 
par  approximalinn,  la  valeur  d'une  intégrale  entre  des 
limites  données  ("),  on  actieiclié  à  remonter  d'une 
série  à  l'inlcj^rale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
C'est  par  ces  considérations  qu'EuIer  a  créé ,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  reclierche  de  leur    terme 

(■)  On  trouveifl  plcis  île  di^lail.  dan.  te  Traiié  in-4»,  tom.  lU, 
chap.  6.  J'observrni  iCuIvRicni  quir  te  Calcul  aui  diffcrence;.  mi- 
liiïa,  iniliijac  d'aboiii  par  Caniluirrl,  traite  eniuile  par  MM.  La- 
[Jace,  Piioli  et  Poiwoii,  r.poii.1  i  .1»  quetiion.  de  Gcomi-iiic, 
tti'iliiea  anlvrieurcniEiil  par  Eulcr,  que  loul  n^eoimoni  M  Babhage 
t'cit  occupé  du  ers  qucsliunt  ri  ilc  cellei  qui  «inl  coiupiisct  d^ni 
l'e*iioiiCG  du  D"  ]i[i;cijdenl ,  qu'il  rcganle  ciuinie  dctani  ooitiian 
une  noaielle  tirinchc  d'analjsc  qu'il  nomme  Calcul  des  fonc- 
tioni.iroyezUi  Traniacl.  p/»V.,  aontu  i8i5— iG— 17.) 

i"i  fojmit  noie,  p.  6or. 
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•  ■       •■ 
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4 

TUAIT*  ÉliMEKTAIM                       ^^^1 

En 
lunl 

mulliplianlla  tiii 
ensuite  l'inlf-gMlc 

me  équation  (lar  /ijt'Jx,  et  pnj 
do  diaque  terme,  il  tiendra    fl 

le  facteur  im+fi  du  numérateur  disparaîtra  al  Pon  &iit 

npaM=,u, 

/l/>o  =  6  +  ra, 

d'oi. 

1   suit 

/)  =  -, 

r-?  — - 

^ 

+  >•       +.- 

==x-       { 

+  !  +  «' 

et 

par   cODséquent 

fi      b        6 
\[?      "d(..') 

-^■0 

— ^ 

0 

tire  de  là 

•A"     *dL 

£+. 

^)] 

434-  Dam  la  série  que  j'ai  considùrée  cï-dessns, 
le  nombre  des  facteurs,  soit  du  numérateur,  soit  du 
dénominateur ,  était  le  même  pour  chaque  terme  ;  maïs 
il  est  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sous  le  nom 
A'hypergèomitriques ,  dans  Inquelle  ce  nombre  aug- 
ments  d'un  terme  à  l'autre  :  la  série 


•    • 


•     ê 


f 


• 


■  fl  ■■•••«■  ,9 


.   I 


*  •     •  •  •  MMI 


•     -     • 


I  .  .. 


»^  •      • 


• 
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41  le  Cacteur  n«  4*  ^  disparaîtra  ila  naraérateor,  ta 
npaa  -i-  pafi  =  na-t-  b  +  ra  , 


Mettant  ensuite  à  part,  dans  le  Bpcood    membre,  It 
facteur  eorooiun  «"       ,  il  yîendr 

,  (-Mi 


-J--  •JM='-   !'+V+6- 


"^(a+i)....[{.-.)a+i] 

La  $(;r!c  comprîso  entre  les  acooliulcj  <Ju  second 
membre  de  ce  résultat ,  n'est  autre  chose  que  la  pro- 
posée dont  on  a  6ié  te  dernier  terme  ,  et  à  laquelle  on 
a  ajouté  l'unité  :  on  conclura  donc  de  ce  qui  précède, 

(■  +  ^) ("«  +  g),.) 

('t  +  i) C^+é)*^/- 

En  dinÏTcntiant  cette  équation ,  oà  la  délivrera  de  l'in- 
tégration indiquée  dans  le  premier  membre,  et  l'on 
obtiendra  l'équation  d'oii  dépend  la  somme  cherchée. 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur 
d'autres  cas  pi uj  compliqués,  de  la  classe  des  séries  dont' 
il  fait  partie,  en  observant  que  chaque  différen  liât  ion 
offre  te  moyen  de  faire  disparaître  un  facteur  du  déno- 
minateur, et  chaque  intégration  un  facteur  du  uumé- 
rateur. 
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425.  Si  l'on  faisait  abstraction  du  dernier  terme ,  on 
aurait,  au  lieu  de  la  somme  particulière ,  la  limite  de 
la  série  considérée  à  TinTmi ,  ou  la  fonction  généra-' 
trice  de  cette  série*,  car  il* est  visible  que  les  procédés 
ci- dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  a  des  équations  différen- 
tielles données. 

S'il  s'agissait,  par  exemple,  de  trouver  la  limite  de 
la  série 

g  ==:  IX —  I.2**-|-  I.2.3jc'  —  etc., 

on  pourrait  appliquer  h  cette  détermination  la  première  - 
transformation  du  n®  précédent,  en  faisant 

«=ii     i3  =  o,     a  =  o,     A  =  I  ; 

mais  on  y  parviendra  immédiatement  en  multipliant 
par  vies  deux  membres  de  Véquation  posée  plus  haut  j 
et  en  les  difierentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

8x=zix^ —  1 .2*^  -f-  1.2. Sx*  —  etc., 

,       =  i.2jf —  i.2.3x*  +  ï«^'3-4^ — «te.; 
dx 

et  multipliant'  la  dernière  équation  par  x,  elle  de- 
viendra 

X—, —  =  i.2jr*— 1.2. 3*^  +  1  «î*  3.ix^ — etc., 
d* 

dont  le  second  membre  est  évidemment  égal  à  x— 's: 
ainsi  on  aura 

xd  (sx) 


ou 


,  8(^x  +  i)  .    _àx 
d«  +  -^—  -r —  d*  =  — . 
jr  X 
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L'ïatfgrale  iIc  cette  dernière  est 

s  =  -f*~'dx    (385). 

Pour  que  l'expression  ci-dessus  réponde  à  la  série 

proposée,   il  fout  que  l'intcgrale  s'éfanouiue  lorsque 

X  ^^^o;  et  si  oo    la  prend  jusqu'à  j;=:  i  ,  ou  aura  la 

quantité  correspondaute  à  la  série  divergeole 

I  — 1.2+1.  a. 3  —  1,3.3-4 -f-elc. 

{s6.    Les   intégrales   dérmiss  fournissent    aussi    le 
moyeu  de  représenter  des  portions  de  la  série 

""'"dxi'^'d:.'; 


-  +  elc , 


en  partant  d'un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d'Alembert  y  parvient ,  et  démontre  en  même  temps  le 
théorème  de  Tajlor  {Recherches  nur  diffèrtns  poir,U 
important  du  système  du  inonde  ^  tome  I ,  page  5o)  : 
Soit  u'  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu'on  v 
change  n  en  x-^-h;  en  posant 

w'  =  u  +  P , 
et  diOërentiant  par  rapport  à  ^,qui  n'entre  pas  daas 
u,  il  vient 


a^.^f%: 


-r 


-dfi. 

j     or 
Soit 

en  diSërentiant  de  nouveau  par  rapport  à  h. 
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d 

dA 


Faisant  encore 


d*"' 


ilA»       dar* 


on  trouye 


dv   dfl    ., ,  „   r«ï'«'jA 


d'w'  _  dv«  ,  r 

dA»~d*'"v 


dV 
dA 


,dA, 


En  continuant  ainsi ,  on  arrÎTerait  à 


dor  I       dx^  1 .2 


d— 'm  /t""' r'^-  17» 

"*"d*—  i.2...(/*— I)   V      dA-        ' 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  à  s'é?anouir  lors- 
que A=o^  parce  que  u  redeyient  u. 


u 


4^7.  Soit,  pour  abréger,  -jj-^  =  H)  on  aura  (24^)  > 


d/t' 


(/i— i)/i 


pHAh^  = 


/ff/idA 


V rfA— ///dA— 

1.2. .  .(/i— i)l 

4  ^"-'^^;7")^VA'dA^etc.}  •. 
et  i}  est  facile  de  yoir  qu'on  peut  substituer  à  la  série 
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c!-dessiu,  l'expression 

......V— /•"""'''"'"' 

prise  ilepuit  A  =  o  ,  pourvu  qu'on  cliangc  après  riRlé< 
gratioQ  t  en  k;  car  ni  l'on  lîiWeloppe  ccMc  cj^pr^sion  . 
qu'on  pasic  lior»  Ju  signe  /  les  puissances  <lc  t  qm 
multiplient  lus  lilflt-renï  termes,  et  qu'on  fasse  ensuit C 
1=  h ,  on  retombera  sur  la  série  prnpo:<ée.  \ 

Il  suit  de  là  que 

+  dxi+di-i.» 

pnoiTU  qu'on  prenne  rinlii^jrale  de  manitre  qu'elle 
s'évanouisse  lorsque  A  =  o,   et  qu'on  change  ensuite 


On   peut,   dans  celte  formule,  remplacer   -tt;  par 

-pj(89);Gtsil'onfait,sousleEigneintégrBl,  f— 'A=3f, 
ou  h=l<iï  —  «),  on  aura 

Les  limites  de  l'intégrale  seront  alors  ■  =  !,  t  =  o; 
on  la  rendra  positive,  en  renve/^ant  l'ordre  de  ces 
limites,  c'est-à-dire  en  la  prenant  depuis  z  :^  o 
jusqu'à  a  =  I  :  enfin,  sortant  f  du  signe  /,  et  écrï- 
Tant  h  au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendra 


>.2  ..{«— .)7    <!■>■ 
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C'est  Lagrange  qui  a  donné  ce  dernier  théorème ,  mais 
d'une  autre  manière,  dans  la  Théorie  des  fonctions 
analy tiques j  7.^  édit.,  n***  35  et  suivans» 

Il  s'en  sert  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  rendre 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor , 
à  partir  d'un  terme  donné,  plus  petite  que  le  précé- 
dent.  Soient   M  et  m  la  plus    grande    et    la    plus 

petite  des  valeurs  que  prend  -r^  daits  l'intervalle  de  x 

k  X  '\'  h\  on  aura 


/ 


^^-a»-'djs<il//i«-d«  et  >/7»yi»-'d«, 


si  le  coeiTicient  différentiel  y—    ne   change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (234)* 
Entre  les  limites  données,  \es  deux  dernières    inté-* 

graiessont — et  — j  et  en  prenant   h  dune  petitesse 

A" 
convenable,  on  rendra  la  quantité M  aussi  pe- 

*  1.2.../}  • 

tite  qu'on  voudra,  vis-à-vis  de f :  JZn-^\' 

I  •  2 .  •  .  (  W"^  1 }  d*  » 

428.  Cest  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à  évaluer  des  quantités  qu'on  obtiendrait 
diflicilement  par  d'autres  moyens;  elles  prennent  sou- 
vent des  valeurs  remarquables. 

On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

,  rapportés  dans  le  n"  197  ,  que 

y  i — or" 

CCS  expressions  se  réduisent  à  un  seul  terme,  lorsqu'on 

les  prend  entre  les  limites  a?  =  0  et  jf=  i  ;   et  l'arc  A 

dei'enant  ég^l  au  quart  de  la  circonférence ,  on  a  les 


b3a 
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conduit  à  la  valeur  de  rinlcgrolo  fe  ''dt,  prise  mtre 
les  limites  (;=o,  f  :=  infini,  qui  se  présente  d&ns  plu- 
sieurs  rcclitirclies  très  curieuses. 

Si     l'on    fait    *  =  e~^'',  Téqualion  prccédeole  so 
cfiange  CQ 

po*ant  ensuite  ij(ir+t)=  i ,  et  mettant  dans  le  «ecootl 
membre  la  râleur  de  2r+  1 1  tous  les  deux  deviennent 
divisibles  par  y,  puis  divisant  sons  lea  radicaux  para^, 
on  oliliciit 


(  j  fat.,-'-'.'* 


I  f  a,..--     \      /^idt..-'''-Ni(_, 


est  l',  l'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

2{yi-'*d/}'=-,  d'où   p-'*d(=±-v';. 

Mais  t  est  inlini  qtiand  x^o,  et  nul  quand  x=*t  : 
les  limites  de  cette  dernière  intégrale  sont  donc  l'infiai 
et  o  i  et  comme  la  fonction  e~''  est  toujours  positiye, 
il  s'ensuit  que  le  signe  supérieur  répond  aux  limites  o 
et  Cinrini  positif,  et  que  l'intégrale  se  double  quand 
on  la  prend  depuis  l^  —  infini  jusqu'à /  =  + infiui  : 
sa  valeur  est  donc  alors  V^  r. 

43o.  Laplace,  considérant  encore  l'expression 
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clu  second  jusqu'à  PinfîDÎ ,  ou  lorsqu'on  fait  r  infinie  y  je 
prends  x*^':^%\  les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que 
celles  de  4P  ;  mais  on  a 


I  I 

2r 


àz. 


A 


r 


Le  rapport  des  d'ifFérentielles  étant  s^''  y  approche  d'au- 
tant plus  de  2®  ou  de  i ,  que  le  nombre  r  augmente  ; 
et  en  passant  à  la  limite,  on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  égal  à  i  ;  il  en  sera  alors  de  même  de  celui  des 
intégrales,  puisqu'elles  commencent  et  finissent  en  même 
temps  :  on  conclura  donc  de  là 

2   2.2. 4«4*^*^'^*^*'^*'^* c^^* 

«•' 1.3.3.5.5.7.7.9.  g.ii.etc.' 
et  par  conséquent 

w      2.2.4*4*6.6.8.8. 10. 10.  i2.etc. 
2       1.3.3.5.5.7.7.9.  9. II.  II. etc.* 

Cette  expression  remarquable  du  quart  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  est  due  à  Wallis. 

429.  Une  transformation  de  l'équation 


6^0  rt.AiTi.  it.titKHriLnt 

/>—d.=  i/a«(ii)  ■=yi 


^ 


43t>  Je  Tais  encore  rapporter  l'éTalualion  ^e  qn^ 
ques  autres  Siilcgrales  qni  présentent  des  conséquencea 
curieuses;  je  commeneeraï  par  celle  deyê""''''''Jj:cosrx, 
entre  les  lîmilcs  x^o  et  «  =  inQiii ,  due  à  Laplace  et 
remarquable  par  le  procédé  employé  pour  l'obtenir. 

En  poiiant 

/.-"•'•,k™™=j, 

^  différent  i  an  t  par  rapporta  r  (281)1  on  ua  tîre 

^  =  — /«—"'*«!*  sin/x; 

pais  en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur 
e~'''''xix,  on  trouve 

dr       «—"■'*   .               r     ._.„., 
■f-:=- ;— sinrr fe    "  '  axoosrr, 

ce  qui  revient  k 

d7~       aa"'-^'     ""     dr"*"2a''~*'* 
lorsqu'on  suppose  x  innni  dans  la  partie  dûlivrce  du 
signe  f. 

L'équation  ci-dessus ,  entre  les  variable*  _j'  et  r,  a 
pour  intégrale 

y=Ce     4"'  (285), 

C  étant  une  constante  arbitraire  qu'on  détermioe  par 
la  valeur  que  prend  y  lorique  r^o  ,  savoir: 
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fe-'-'-dx^^  (429)- 
Par  ce  moyen,  oq  trouve 

r» 


2a 


Ici  se  montre  un  nouyel  artifice  d'analyse ,  qui  cûn- 
slste  à  former,  entre  les  intégrales  et  quelques-unes  clos 
constantes  qu'elles  contiennent,  des  équations  différen- 
tielles que  Ton  puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des 
transformations  très  variées  et  très  ingénieuses,  ont 
considérablement  multiplié,  dans  les  recherches  de 
MM.  Laplace,  Legondre ,  Poisson  ,  Georges  Bidone  et 
Cauchy,  les  déterminations  des  intégrales  définies ,  dont 
Euler  avait  déjà  montré  de  Ijcaux  et  nombreux  exemples  ; 
mais  il  reste  encore  à  désirer  une  méthode  uniforme 
qui  réunisse  en  un  seul  corps  toutes  ces  recherches,  au 
progrès  desquelles  parait  attaché  maintenant  celui  de 
plusieurs  branches  importantes  de  la  Physique  mathé- 
matique* 


432.  Si  l'on  fait  as=:o,  dans/«    ^  ^  dorcosrr  et  dans 
sa  valeur,  en  observant  que 


r» 

2a         ~    IL      ' 

tf^"  2a 
r* 


et  que  la  limite  de  c*"*2a  (99)  est  alors  l'infini,  on 
obtient 

fdx  cos  rr  =  o , 

Cale,  intégr.  4' 


6|f?  THAITJ  KLiuSKTAIBB 

r.utro  Im  limilcx  x^=o  ot  j;  =  iiillni,  résultai  ijuH'l 
niirail  Hè  diCicile  de  prévoir.  En  effet,  on  a,  en  i 
génor j1 , 


/Jr 


~  èim-x+cûMt.  (.21-j); 


à  la  jii-emièrc  limite,  où  x^o,lu  fonction  sinrx^o- 
maîs  qtut  dctient-t'llc  lorsqu'on  suppose  Yni'c  x  in- 
fïnij  doit-on  alors  le  regarder  comme  fxOcUmfnt  égal 
il  un  nombre  entier  de  circonférences  ?  Cest  ce  qn'oa 
ne  voit  pas,  Tool  ce  qu'il  est  permis  d'iilCrtner,  c'est 
(ju'aucun  arc  asaignablc,  quelque  grand  qu'il  soit,  ne 
peut  tenir  la  place  de  x  :  sin  rx  est  donc,  dans  ce  cas 
une  quantité  indéterminée.  Il  n'en  est  pas  de  inciiii; 
de  1.-1  valeur  de /e-"''M:c  cosr.r,  à  cause  du  fjcteur 
e  "  ^  ,  quidlminue  toujoursàmesureqnevangmente. 
et  puisque  cotte  intégrale,  en  vertu  de  la  lui  de  conti- 
nuité, a  pour  limite  /dxcosrjr,  la  valeur  de  celle-ci 
sera  la  limite  de  celle  de  la  première. 

Ou  connaît  encore  d'autres  moyens  de  confirmer  ce 
résultat ,  auquel  £uW  est  parvenu  en  considérant  l'in- 
tégrale fe~'"'àx  cosrx,  k  désignant  une  constante  quel- 
conque. Si  l'on   intrgre  par  parties,  en  eomntençsnt 


par  le  facteur  ix  cos 

f'- 

-''d*cos«  =  - 

pni., 

en  opérant  su 

/■■-' 

''disin«  =  - 

ce  qi 

li   donne 

0+ 

-j/c-"dj:  cos 

,  on  aura 


■X  +  -/*  **dj  sin  r. 


X fe~^*àx  cos  rx. 
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et  par  conséquent 

/«  *'drco5r»= ^      ^ ^. 

Entre  les  limites  x  =  o  et  jp=  infini ,  Pei pression  qu'on 

t 
"vient  d'obtenir,  se  réduit  à  -j—r;»  quantité  qui  de- 
vient nulle  lorsque  i^s'évanouissant,  l'intégrale  proposée 
se  change  en  fdx  cos  rx. 

£n  reprenant  l'équation 

feT^'Ax  sinr*  =  —  -  #""**  cos  rx /i""**xlr  cos  rr . 

r  r  * 

«t  mettant  pour  l'intégrale  du  second  membre  sa  Ta* 
leur  déjà  trouvée,  on  arrive  à 

>.    .,j                        «-''(rcosrx  +  itfiînnf) 
fe  *'dxsinrjf  = ^IT^F ^ 

I» 
valeur  qui  se  réduit  à     ^  ,   quand  on  la   prend 

entre  les  limites  x=o  et  x=iufinL 
La  supposition  de  X'  =  o  donne 

fAx  sin  rx  =  - , 

r 

autre  résultat  remarquable ,  qui   ne  parait  pas  saÎTrc 
immédiatement  de  l'expression 

/dx  sin  rx  =  —  -  cosrx  +  const. 

r 

433.  La  transformation  des  quantités  réelles  en  ima- 
ginaires est  un  artifice  d'analjse  qui  a  fait  découTrir 

41  •• 
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pla&!pur»  inli'-};ra1r)  dôHiiics  remar<{iuiJ}li!9.  NoDs  em- 
prunturons  ici  un  cicmple  h  M,  I-'ouricr  (*). 

Lor«inc  dmi.  rintésrJ»  /«-'Vl=  V'i  (4a9),  on 


fait 


-0+V-.) 


<ll=l/. 


(m  obticat  ensuite 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 


-{/d.co>(A:-)-ï/-i/ax5inC.-))  =1/*' 

■ant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
i  de  cette  équation,  on  en  déduit  deux  autres, 


-~  {fAx  cos  (x-)  +  yj*  .in  (*■)}  =  y/Z, 

/dxCcos*')_/d*sin  C«')  =  o, 
d'où 

fùx  cosC*')  =/-d«sin  C*')  =  \  V-^'=  VT', 
les  liuiiles  de  x  étant  o  et  l'infini  comme  celles  de  t. 
Il  faut  observer  que  cet  artifice  a  été  emplojé  sur- 
tout comme  moyen  de  reclierclie ,  et  qu'on  s'e*t  nt- 
taclié  à  en  Térifier  les  résultats.  Ceui  que  je  tîcds 
Je  rapporter  sont  connus  d'ailleurs. 


(•)  Tlièorie  de   la   chaleur,  p  S37. 
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*  4M*  ^  continuité  qui  existe  entre  les  direrses  va* 
leurs  que  prend  une  intégrale ,  en  raison  de  celles  qu'on 
assigne  aux  quantités  dont  elle  dépend,  a  donné  lieu 
d'appliquer  les  intégrales  déilnies.à  rinlerpolatiou  desi 
suilcs  (388). 

Lorsqu'on  fait  m^so,  dans  le  développement  de 
yi"d*(Ijf)"  (208),  et  qu'on  prend  celte  iutégi^le  enlrc 
les  limites  :p=:o  et  .arcsi ,  pour  lesquelles  U  partie 
délivrée  dli  signe  f ,  composée  de  termes  de  U  forme 
jr(lar)'',  s'anéantit ^  parce  que  rest  {)Osilif  comme  n  (99), 
il  ne  reste  que  le  dernier  terme  ^  et  l'on  a 

/d4f(l*)*  =  ±  I .  a .  3 M, 

-f-. quand  n  est  paîf"  et  -*  dans  le  cas  contraire.  On  évite 
cette  distinction  en  donnant  le  signe  —  à  1^ , .  ce  qui 
change  l'équation  cl^essus  en  - 

yyA<— l»)»=/d;c(liy=i..a.3...», 

résultat  qui  s'obtient  tout  de  suite,  en  observant  que 

/dv(ii)=.(ii):+»/d,(ii)-', 

et  qu'entre  les  limite)^  'ji:=$:o^  iL=  i  >  on  a  igulement 

On  pourra  donc  regarder  l'intégrale  fax  (  1  ~  )  comme 
expriminit  le  terme  général  de  la  série  des  produits 

oorrespondans  aux  indices 

o,  1,        2,  .3,.,. «..Tïyetc.; 


6^6  rnUTJ  iiÀitEiiTutni: 

el  c)i  clîet  clic  en  a  loates  \es  propritUû*  connncs  pour4 
]e.i  valeurs  (entière»  dp  n  (*).  En  donnant  donc  il  cet 
exposant  (les  Talcars  fractionnaire»  on  ni^nie  îi-raliotr» 
ncllc-s,  on  inlroéuiraît,  dnna  In  série,  des  termes  inter- 
médiaires  assujettis  à  U  même  loi  ijue  Ifs  aatras. 
Le  c»  ob  n=î  est  des  plus  remarquables  ;  car 


/-^.(ii)  =  >(.:) '==!•; 


(43o). 


Vandermonde  et  Kramp  afaient  propose,  il  j  a 
long-temps,  d'inlrodoire  datiî  l'analyse  U  fonction  qaï 
représente  le  terme  général  de  la  lérie  ci-dessus, 
«arame  exprimant  un  nouveau  ganrcdeqnantitùs  traii»- 
cead^intcs,  douéei  de  propriélés  rrmarqualttt?!  par  leur 
analogie  avec  celles  des  puissanccsi  et  depuis,  M.  Lg- 
grndre,  s'aUnfhant  à  leur  expivsaion  en  intégrales  défi- 
nies, en  a  déduit  leancoup  derolalions  très  utiles,  en 
a  calculé  des  tables  numériques  fort  étendues,  et  les  a 
désignées  par  la  caraotériatique  F,  en  posant  poor  dé- 
finition 


.  sorte  que  TO^)  ^f'i^(\~y  (" 


435.  L'expression  de  -  trouTéedaus  le  n"  4^8,  entre 


('}  Pmr  mir  conmtm  le  prfmici  mnc  4c  .!■  Mile  wp^rieucc 
COTieiponil  A  tcca  ûaos  la  mite   infcrieteis,    il    faut  faire    n  =  o 

dani  /Jt  (l  -)  .  1"'  îciicnt  »lbrt  fix-^x  =  i ,  Ains  le*  li- 
mitci  prewrile». 
(")  ^<y«.leTiaiuio-4»,i.  W,  p.  4ir,  481. 


I 


2la+3l44-»16...  +  alCa4:— a)+H*  1    * 

_ali— 313— 3I5...— 2lC3.r— 3)— aUa*—  1)/ 

{îcon»(.  +  3(*H-i)  U  +  ajila;— 3i — lar 
—  2x]x  —  2(1  +  j)  i2  +  3jr; 

et  comme  le  premier  membre  àe  cetle  équation  est 
igsl  à  1* —  la,  QD  obtient,  eprës  In  rétlaction  tlu  se— 
coad, 

U  —  Ia=2C(i7j#(.  —  ah, 

d'où         conaL = J  (1»  -f- 12)  =  J  la»  :=  I  l/a«- , 
résultat  bien  remarquable,  et  d'après  lecguel  oa  a  ■ 

S\x=i\^x+x\x—x+';\x  +  -^-~~^  +  tiU:. 

On  rendra  cetle  équation  propre  a  on  sjslcme  quel- 
coïKjuc.'  (J(!  lu^.irilliiuej,  en  mullipliaiit  pai'  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  loga- 
rithmes (*). 

{*)  LorKju'on  pnsM  <lc>  logatittunci  aux  DOmbro,  cette  àqaa- 


1.1.3....!=  I/m'., 
,  pour  Dbrc'gec,  pan 


vclappa   Ici  puitnDCCi  Je 


lÎTuM   celle»    ie  1 


r6nllit  qui  l'acCDrctc  arec  la  roiniulc  ilc  la  ju^e  i>g  de  U   TAé^- 
rit  anatytïijue  dri  probabïlilèt ,  par  Lsplace. 


f  -. 


•       ai  .  ■  • 


■  •l***9^>  •    «•        ■• 


■      •  • 


•  ••  •      ■     ■■•    ••■ 


•     ••••■■         • ■ 


■  ••■ tt*     ■  •        •  ' 


■     •  -•       «        t 


•    •       •• 


•  -•■ 
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vient  précteuiic  par  l'impoMibilitc  où  Vgn  at  d'eSec» 
tuer  les  calcnli  Dik:e!i!iuire»  puur  arriver  a  lu  valeur 
eiacte.  La  lon^cur  do  ces  calculs  prétnnlc  alors  tin 
obstacle  iiuui  insiirmontfeltlc  que  lu  dilGculté  dVi- 
primcr  rifjuurcuKcmcnt  une  fonction  transcendante. 
Lapinue  a  Iwaucoup  clcntla  cctic  rcclicrchc ,  dont 
les  applications  sont  tr^i  frtiqueutes  dans  \e  Calcul  des 
probabilités. 

436.  Les  tntégrnicsdélin!»,  donnant,  comme  ou  vient 
de  le  voir,  des  sommeii  de  série»,  oiit  été  emplo^ies 
avec  succtss  par  MM-  Laplacc,  Paroeval  ,  l'ourier , 
Poisson  et  Caucliy  ,  pour  exprimer  les  intégrâtes  de-s 
cqualions  différentielles  partielles,  telles  que  celle  du 
n"   35z ,  qui  ne  peut  p.is  n'intégrer  en  termes  finis. 

Laplacc  a   reoonnu  que  la   si'iîe 

■  =  »M  +  ?■(«)  j  +  »"W  f^  +  «c-, 

353  ,  n'était  que  le  développement 


obtenue  dans  le 
de  l'intégrale 


prise  par  rapport  à  (  ,  entre  les  limites /^  —  infini  e^ 
<  =  +  iarini,  la  fonction  ?  étant  arbitraire.  C'est  ce 
dont  il  est  facile  de  s'assurer  comme  il  suit. 

On  a  premièrcmeQt,  par  le  théorème  de  Tajlor, 
y;-'*d(>C*  + ail/y)  = 

f(xVè-''d/+^'(p'C*l/«~''-2*d: 
+  -^?V)/*-'".4'-d(+^»"(«)A-''.8''d^ 


-,  ç"CA:)/«-''.i6/'d(  +  etc. 
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Pour  en  donner  une  application  ,  je  rapporterai  le 
calcul  qu'£uler  a  fait  de  la  somme  des  logarithmes  des 
looo  premiers  nombres  des  tables,  c'est-à-dire  de  la 
valeur  de 

h  -1-  la  +13 +  1  1000. 

La  caractéristique  1  désignant  des  logarithmes  ordi-  ^ 
naires,  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté  par 
M'j  et  si  l'on  fait  Ari=iooo,on  trouvera 

aljc     =:=        3ooo,oooooooooo6oo 
+  ilx    ='  1 ,5oooooooooooo 

=      093990899341790 
=  —  434,2944819032518 

= -f-    0^0000361912068 

—  --; '  =  O  ,  00000000000  1  2 

Sooar* 

résultat 2667 ,6046442221 328  ; 

mais ,  suivant  la  notation  du  n**  4^4» 

1 000 

Il  +I2+I3. . .  .-f-liooo=Ii  .2.3. . .  iooo  =  l[iooo]: 
on  aura  donc 

I  o  30 
l[]l  000]   =2567,6046442221328. 


+ 

ib»- 

— 

Mx 

+ 

M 

12* 

M 

I  000 


On  apprend  par  lâ  que  le  nombre  [[loooj  ,  dont  le 
calcul  est  presque  impraticable ,  doit  avoir  2568 
cliiflres ,  et  que  les  sept  premiers  cliilTres  sur  la  gauche 
sont  4023872,  en  sorte  qu'il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4023872  et  de  4023873, 
suiyis  chacun  de  256i  zéros.  Cetle  connaissance  sufiit 
dans  beaucoup  de  recherches  où  l'on  ne  démande 
que  les  rapports  des  produits  de  grands  nombres)  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 


ÛSi 
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Im  fonclîonn  irhitmirM  înlroduiles  parcelle  opéiation, 
cequîpr<!si^lni<iurenti]«gn>iides<liHîculti;-s.  M.  Fouricr 
les  a  J'abord  £vïtéoi ,  duiis  «es  redirrrlin  sur  la  clialcur, 
«M  rmpluyani,  au  lieu  dninlÉgraIct,  avec  des  fonciioas 
arbilraii'es,  dex  dévntnppojneiit  comme  ceux  que  j'ai 
indiqua  daii»  le  u"  353,  qui  «ont  formés  d'un  nombre 
ÎDiloIinî  âe  tenues  coutcnanl  de»  coefRcieni  et  des  ex- 
posant aritilraires  {').  La  ddiermi nation  de  ces  quan- 
tités ,  d'aprùt  de»  cciudîtioni  données ,  l'a  couduit  à  dca 
tronAtbrniatîuos  qui  {uiraisicnt  BcC|Utnr  bfsucoup  d'im- 
portance pour  la  «oluliun  des  questions  phjsico-tDalhé- 
mnliqucs ,  et  dont ,  pftr  cette  raison  ,  je  vais  donner 
une  îùèc. 

Je  prendrai  pour  exemple  t'éqBktion 
d'à       d= 


déjà  traitée  (352  et  436).  En  pofant  s=v/b"''$îp(m;, 
on  la  réduit  aisément  à  —  n'  ^  w,  ce  qui  donne  l'ex- 
pression indélJnie 


t=^Ae     "'^si 


1  +  ^,' 


''sînrt.*  +  etc  (■•). 


('}  LV'i[u«[ion  ilonl  t'occupe  en  tiromlur  lieu  M;  Foi 
^ienli  -j—^  •+■  -j-^^t^o,  ou  r  +  (  =o,  cl  (ur  Icu'  3Si ,  < 
jwur  *oa  inlïgrole  compivic 

{  Théorie  de  ta  chaleur,  p.  iCa  st  ao;.  ) 


remltoiiciic.n  en  — n',ou  Vn  eu  d:/.^'— i  ,   pui>    A   < 
—  "    ,  eu  qui  ilauoc  pour  i  le»  dcm  ciptissioni 
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Cela  posé ,  si  la  valeur  de  z  devait  en  outre ,  lors- 
<|ue  ^  =  o ,  se  réduire  à  une  fonction  donnée  î{x)  , 
(»tte  condition  exigerait  une  détermination  des  coef-* 
ficiens  n  et  ^^  telle  que 

f  (*)  =1  A  sîn  nx  +  Ax  sîn  ni*  +  A^  sin  n^x  +  etc. , 

ce  qui  revient  à  transformer  la  fonction  f  (x)  dans  une 
^rieordonnéc  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'arc  jr. 
On  trouvera  sans  peine  que  l'équation  difTcrcnticlle 
proposée  admet  encore  le  développement  indéfini 

s  =  Aé^^^y  cos  nx  +  Aié^^^y  cos  n^x  +  etc. , 

et  la  condition  à  remplir  serait ,  dans  ce  cas  ^ 

f  (x)  =  A  cosnx  +  Al  cosTiiX  +  A^  cos  n^x  +  etc. , 

c'est-à-dire  la  transformation  de  f  (x)  en  série  ordon- 
née suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

On  connaissait  déjà  plusieurs  développcAiens  de  cette 
espèce  :  Euier  avait  remarqué  que 

i  x=^  sîn  je  —  J  sin  2x  +  3  sin  3'x  —  etc.  (*) , 

dont  la  somme 

aV^ — I 
Il  en  esc  de  même  ponr  tous  les  autres  termes. 

(*)  Ceuc  série  est  rapportée  dans  le  Traite'  in-4*,  t.  I«r,  p.  gj  ; 
et  Toici  le  moyen  employé'  poar  y  parvenir.  La  formole 

1(1  +  1*)  =  ---.  +  - ♦.j-fetc.    (q9), 


C5< 
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H 

rnrmoli: 

■   fiui  rwmul  le  problème,  lor»qi 
m  en  déJuït 

«  =  a  aîn* sîu  a*  +  5  "o  3j 

-..0.          1 

=  ^sinn*+^,8Û»n,4:+*^,sit 

iR.r  +  etc.    j 

d'où  il 

résulte 

n=l,      n,  =  2,            n.  =  3, 

etc., 

-  =  T-  ^'  —  l-  '-V 

etc., 

1 

»=2(.-^- 

sin*— ieHr*,uia,  +  i*-9rsin3,_etc).    | 

b«,o'on 

y  chuiBc  u  en  u-%  donne 

(  pat  l>  «HUUBClion ,  on  ta  dédoit 


Fuionl  tlori    u  =  e-*'^,    d'où    il  »nit   lu-=iV^. 
on  aura,  par  li  inbMitiKioa  dcrciTaleart, 

cl  par  CDiucqunil 

De  ploi,  eomne  2'^ -/ailt ,  »'^sy«'dr,  «tt-,  on  rc- 
mond'rail  lani  peine  aux  puïuance*  mpcrieures  de  x ,  aiiiii  que 
Daniel  Bernonlli  l'a  fait ,  iBaia  poar  OD  Uni  diffcreot ,  duni  Ici 
Aofi  Comitunt,  Aead.  PelropoliWtttt ,  ma.  177*1  p-  9- 
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•• 


•  •      Il 


•  • 


•  •• 


•  ■  r> 


!■      •  I  • 


'■  •  ••• 


■ 


^  i^       •  •  ••      • 


•  >    • 


I 


•    •••■•  •■■■••  a, 

■  •    .      .  ■•    -M*  a     f:, 

•  ■  •  •• 

■    ■  ■  -  « 


•  »  ■ 


•  r  • 


«I 


'  •«         •     ••      •        •-  •  •(. 


1 

CM                      i.AiTl  *i.t«<rn».«.                  ^^^_ 

1 

et  par  conùqurnt                                                 ^^^H 

1 

„.  =  î/fMJ<.lnm(.                ^H 

1 

De  cette  manière,  cliacun  do  coeQicîcDt  a,,  d,,  etc., 

f 

Mt  esprimé  par  une  intégrale  iltimie  prise  entre  les 
limites   o  et   -t  ,    et   l'on  a,  pour  le    développement 
cberché , 

f(x)  =  l  {siDx/f(0dMini  +  sin:.*/fW<l'iin2^. . . . 

+  smm^/f(OdiMDm(+plc}     U). 

V 

Quand  fC*)  =  i,  il   vient 

/f  (/)d(  lin  mt^=flAtiinmt 

_ 

-_L£2i:i'  +  J-y;i;cown/ 

et  entre  les  limites  o  et  «" ,  cela  se  réduit  à 


Donnant  ensuite  à  m  les  valeurs  i,  a,  3,  etc.,  et 
supprimant  w,  qui  est  facteur  commun  des  deux 
membres,  on  trouve  le  développement  parliculier 

x'=i=a(sinjr  —  ^sinsji;  -}-  jSÎnS* — :  etc.)  , 
rapporté  dans  le  n"  précédent. 
439.  Soit  encore 
f  (*)  =  «o  cos  ox  +  «I  cos*  -f  Ht  cos  2*  +  etc.  ; 
remplaçons  x.   par    t;    multiplions    par    Atco^nt,  et 
prenons  les    intégrales  dcpnis    (=0   jusqu'à   /=  t  , 
nous  aurons 
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fï{t)i]tcosnt=:acfdtcosotcosnl'j'a,fdtcostCQsnt . . 

'^amfàtcosmtcosnt'^eiCf 

puis 

filco8mùcosni:=:ifdicos(m — /i)/+  j/dtcos^m-^n^t 

sin  (m  —  Ti)ô       sin  (//»  +  n)t 

expression  que  les   limites  o  et  ^  font  éTanouir,  et 
moins  que  n^^m.   Pour  ce  cas,  la  yraie  valeur  de 
*  son  premier  terme  étant  ^  '^  ^  il  s'ensuit 

a    » 

atn=^  -f    f(/)cUcos  mt. 

w   o 

Il  faut  cependant  excepter  de  ce  résultat  le  pre- 
mier terme  de  la  série  ci-^essus^  pour  lequel  n=o 
donne  seulement 


m 

O 


/    f(Od/=  a^f  dù=aoT, 


o 


d'-' 


ou 


Il  résulte  de  là  que 

f(x)  =  l/f(/)d^  + 

-  {cosjr/f(Od/cos/  -f"C0S?.ar/f(^)d/C0S2/ 

+  cos7i?ar/'f(0d/cos/?i/+etc.}  (Z>), 

les  intégrations  étant  cfFectuces  entre  les  limites  o  et  sr. 

44o*  ^6s  expressions  sont  susceptibles  de  discussioi^s 

très  délicates ,  relatiyement   à  leur  étendue.  Ce  n'est 

pas  ici  le  lieu  de   s'arrêter  sur   ces  détails  ,  mais  je 

les  ferai  au  moins  pressentir^  en  indiquant  la  marche 

Cale,  inté^.  ^2 
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des  valetirs  îles  deux  membres  de  l'éqoalîon 

Ils  s'anéantissent  quand  x  =  o  ;  et  xi  l'on  fait  x 


î'=  "  — i  +  ï  — î  +  elc, 

valeur  liicn  connue  (38).  Mais  lorsqu'on  suppose  « "  r^ 

ce  qui  donne  î*-  pour  le  premier  membre,  le  second* 
■'évanouît  :  il  en  est  de  même  pour  la  valeur  f  =  —  ^^ 
en  sorte  que  le  déTeloppemcat  n'est  esaet   qu'entre 
les  limitci  x=:±«  exdusiTemeiit ,  c'est-à-dire 


e  que 


valeurs  de  -  et  de  - 


-  n'y  sont  pas  comprises. 


Si  l'on  fait  ensuite 
le  développement,  devenant 

—  sin,)-  — ^  sinay  —  j  sinSy  — etc., 
ne  répond  plus  au  premier  memhre.qui  est  7{»-+y); 
mais  si  l'on  changea  en  »■ — y,  il  viendra 

î.W-~y)  =  s\ny+  îsin?r +  isin3j-  +  etc., 

ce  qui  montre  quelepremier  développement  en  ^  donne 
la  valeur  de  l'arc  négatif  i(^ — «■),  en  eice()tant 
toutefois  le  cas  oii  y^o. 

!1  Tout  encore  observer  que  le  développement  de  i* 
donne  immédiatement  celui  de  la  fonction  ax  -^-b 
qui  exprime  l'ordonnée  d'une  droite  quelconque;  mais 
tandis  que  la  fonction  représente  la  droite  dam  toute 
son  étendue,  le  développement  en  sinus  ne  répond 
qu'à  U  portion  comprise  entre  les  abscisses  -4.  «-  et 
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—  9r,  cxclusivemeiit.  On  peut,  en  changeant  de  va- 
rialile,  comme  on  le  verra  plus  loin  (44^)  ^  passer 
à  d'autres  lîmitcs^  mais  on  n'obtiendra  jamais  qu'une 
)K>rtIon  de  ligne  droite. 

44 '•  Les  dévelopi>emcns  {A)  et  (^B)  paraissent  de- 
voir représenter  respectivement  deux  espèces  de  fonc- 
tions. Le  premier^  dont  tous  les  termes  changent  de 
signe  arec  l'arc  x,  répond  aux  cas  dans  lesquels  £{x) 
est  une  fonction  qui  jouit  de  la  même  propriété^  et 
que  l'on  nomme  fonction  impaire  j.  à  cause  que  si  elle 
était  développée  suivant  les  puissances  de  x ,  elle  n'en 
contiendrait  que  d'impaires. 

Le  second  développement,  ayant  la  propriété  con- 
traire, celle  de  conserver  le  même  signe  quoique  celui 
<Ic  X  change,  serait  particulièrement  applicable  aux 
jonctions  paires;  mais  l'un  et  l'autre  ne  sont  encore 
que  des  séries  qu'on  peut  remplacer ,  comme  on  va  le 
voir  ,  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  cela,  commençons  par  les  réunir,  en  obser- 
vant qu'une  fonction  quelconque  F(ar)  peut  être  décom- 
posée en  deux  parties,  l'une  paire, c'est-à-dire  telle  que  si 
on  la  représente  par  ^(jr)  ,  on  ait  ç{x)=.  ^(—  x) ,  l'autre 
iin])aire,  ou  telle  qu'en  la  désignant  par  ^i^Çx),  il  vienne 
'iJ'Cjf)  =  —  ^{ —  *)•  En  exprimant  la  première  par  la  sé- 
rie {B),  la  seconde  par  la  série  {A),  et  prenant  leur 
somme,  on  aura 


II 


(p{x)  +  4{x)  =  Fax)  =  i  Mt)dt  + 

cosxfy{t)At  cost  +  cos  iixfç{t)dtcos^i  +  etc.1 
-f-sinar/^(/)d<sin/  -f  sin 2a:/K0d/ sin 2/  -f-  etc./' 


les  limites  de  ces  intégrales  étant  encore  o  et  ^. 

42. . 


I 


66a 


i*n-ft  ÉL-Ex: 


On  penl  le»  ùtcmlrc   ilc  — w  i  +»,  pourra  que  1 
l'on  douille  l"  premier  membre,    parce  que  la  fonc-  \ 
tion  9(0   élaut  paire,  passera  de  o  à   — n-,  par    les  j 
mâinc*  râleurs  que  de  o  ô  w  ,  ainsi  que  les  eosinus.  A  la 
Yi-rilÉ,  la  fonction  ■l'{i)  aura,  dans  ces  intervalles,  t!e*  j 
Gitanes  diOiircns^  mais  comme  elle  est  toujot 
)>lîéc  par  un  itlnus  qui  change  de  signe  en  ménic  tcmp«, 
le  produit  conservera  le  même  :  le  résultat    total    sera 
donc  donlilé  ;  ainsi ,  en  prenant  les  intégrales  de  - 
â  +'7,  on  écrira 


les  lutcgroles  de  — ■  j 
>C0"l'eo8  2/+ctaï        I 


A  +  si"  sfi.{l)d!  sin  t  +  sin  2:r/^{/)di8in  af  +  etc.  /" 

Il  faut  maintenant  introduire  la  fonelion  proposée 
F(«)  à  la  place  des  fonctions  f  et  4'  >  ce  qui  se  fait  aisé- 
ment, quand  OD  observe  que 


f     ^.(^^àlcosml,     f    *(/)d/s 


sont  toujours  nulles,  parce  qne  la  différentielle  à  in- 
tégrer est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  un  seul 
clinnge  de  signe  a»ec  ( ,  savoir  ;  4(0  dans  la  première , 
et  siiimt  dans  la  seconde.  Par  là  on  peut,  sans  trou- 
bler le  dernier  développement,  -^  ajouter  loa  termes 
que  fournissent  les  expressions 

COS  mxfMfy&t  cos ml,     sin  jaxf<p{C)àt  sln mt  : 

alors,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'cquatiuu 
par  sr ,  et  les  divisant  par  2 ,  oa  obtiendra 
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.    +  cosxf[(p{t)  +  Hi)]dt  cost  +  etc.  \ 
+  sîn  xflçlt)  +  ^KO]J^  sîn  t  +  eicr 

et  par  conséquent 

,rFW=l/F(Od« 

+  cosxfF{t)dt  cost  +  cos  2xfF{t)dt  cosa^  +  etc.  1 
+  sin  «/F(Od^  sin  «  +  sin  2jc/F(0cl^  sin  2t  +  etc.  J  ' 

Le  signe  /  ne  se  rapportant  qu'à  la  Tariable  t ,  on 
peut  faire  passer  dessous  les  facteurs  en  x'^  et  comme 

cos  jr  cos  t    +  «in  jp  sin  t      =  cos  (x  —  f) , 
cos 2JC cost  -f-  sin2xsln2t  =  cos2(x —  t), 
etc., 

l'cquation  précédente  peut  être  réduite  à 

w¥{x)  =/"    F(Od/[i+cos(jf— 0+cos2(*— 0+etc.}. 


On  Tabrège  encore  en  écrivant 

wF{x)  =  f   F(Odt{i  +  S cosm(x  —  0 )  » 


la  somme  S  étant  prise  depuis  m  =.  i  jusqu'à ...» 
m  =  infini  y  et  comprenant  les  deux  valeurs  ex- 
trêmes (*). 

44^-  On  peut  donner  à  l'intégrale^  des  limites  quel- 
conques y  au  lieu  de  «-  )  il  suiHt  pour  cela  de  changer 


(*)  C'est  cnn  for  m  t'aient  h  lu  distinction  établie  dans  le  n^  f\oS  • 
U'après  Euler  (Lut.  Culc.  diff,  ,  P.  l",  cap.  Il,  n»  69)  que  je 
mets  ici  U  signe  S  au  lieu  du  2  (pron  trfiuvc  ailleurs. 


(ilîï                                THAIT*    tl.ÉMENT*IHB 

*  Cl  t  en  —  et    — ;  faiMutalor»  — =— «,  — ^-f-». 

Xea   limUe»  de    t*   «ronl  —  n  et  +0,  dl   Jcticndr* 

•dt' . 

«F(^<)=^£^l,Ciy{i  +  ;!«.î^/(.'-0}. 

l'aoceol  aflecté  sux  lellres  «  et  (  ,  qui   iiVst  plu»  tié- 

cessairc.eten  écrivant  fC^),  rCO,  pour  F^"^),  f(^). 

» 

il  vïentlra 

44^-  Dans  cette  dernière  fornoDle,  (a  quantité  a 
n'étant  soumise  à  aucune  restriction,  on  peut  la  sup- 
poser infinie,  et  l'on  obtient  pour  F(i)  une  exprpa- 
slou  où  la  somme  S  est  remplacée  par  une  intégrale 
aux  différentielles.  Od  pose  d'abord 
m^  _  (m  +  ■>  _ 


d'où  il  suit 

a  '  a         tr 

i{x)=j'^Jit)At  {^  +  ^5i5COS7(:r-0}. 

Maintenant,  plus  a  augmente,  plus  A^  diminue,  plus 
la  somme  S  approclie  d'une  intt^ralc  aus  diOércn- 
tielles(232)i  et  pour  passer  à  cette  limite  ,  i|  ne  faut 
que  changer  A^  en  d^  ,  en  observant 'que  la  rariahje  ij 
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prendra  toutes  les  yaleurs  possibles,  depuis  o  jus* 
qu'à  l'inGni  :  on  aura  donc 

£{x)  =  'fî(f)dtfiiq  COSq(x—t)  , 

w 

formule  dans  laquelle  l'intégration  relative  à  q  s'étend 
de  o  à  l'infini  y  et  l'intégration  relative  à  t,  de  —  infini 
k  -f>  infini. 

'Ce  dernier  résultat  se  décompose  en  deux  autre;), 
quand  on  sépare  les  fonctions  paires  des  fonction-, 
impaires.  On  substitue  alors  à  cosq{x'^t)  sa  va- 
leur cosqxcosqt+s'mqxsinqt,  et  cbangeant  l'ordre 
des  intégrations,  il  vient 

î{x)  =  ^fdq  cos  qx  fîO)it  CO$qt 

+  "J^q  sin  qx  f£Çt)dt  sin  qt  ; 

remplaçant  ensuite  la  fonction  quelconque  £(x)  pnr- 
une  fonction  paire  f  {x) ,  puis  par  une  impaire  40  ' 
en  observant  que 

a  a 

f       f{t)dtBinqt=iOj     f       ^{t)iÈ  cos  qt  =20, 

d'aprës  la  remarque  faite  dans  le  n^  44<  ^  ^^  obtient:  ; 
les  deux  expressions 

^  (:r)  =  -  fiq  ooêqxfy  (t)dt  COSqt^ 

w 

•^(x)  =  -  fdq  sin  fM./'^{t)dt  sïnqif 
les  int^rales  étant  prises  entre  les  limites  0  et  inli 
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jmur  ta  vaiiable^,  — infini  et  +>''fiai  pour  la   va- 

riuLk- 1. 

444'  ^3  formules  précédentes,  Aiif»  à  M.  Fcuricr, 
ont  occupé  Iwaucoup  ausiî  MM.  Poisson  et  Cauclij  ; 
il»  les  ont  élcnihies  aui  Ibnctioos  de  plusieurs  tu- 
riablcs,  et  y  sont  parvenus  par  dirers  laoyeas.  Je 
rcnverraî  à  leurs  écrit*,  la  lecteur  ijui  voudra  connaîtra 
les  points  de  vue  sou»  lesquels  ils  ont  envisage  cettfl 
lliéori.  (■). 

Je  rs|iportcrai  seulement  une  des  mantcros  dont 
M.  Poi>3uu  a  vériliè  à  poiUrîori  In  Curmule  priTicî{M)e 

en  traitant  /     'd^cosç(*  —  t)  comme  la  limtle  vers 

laquelle  tend  l'intégrale /«""' dyco8y(» — t),  à  me- 
sure que  la  quantité  (I  décroît. 

Celle  dernière  foiniulc  rentre  dans  celle  du  n"  43i  , 
où  il  sufBra  de  changer  r  en:t —  fet  xen^,  pour  obtenir 

fe-  "  t   dj-  COS  [ï  -  Oî  = — . 


(')  ynyeihiS*  «le  iQ^rJiicrda  Journal  de  l'Ecole  Pofy- 
techniijue,  \et  Exereicei  d'analyse ,  par  M.  Cvacliy  ,  tl  lelauie  VI 
dci  IVoiiifeain  Stémairei  de  Vj^cademie  dei  A'cïencei. 

Dans  ru  ilernii^t ,  M.  Poiuuu  eiii[iloio  U  Iransfotnialion  ci-dcssi» 
pour  pjivenïr  II  rciprvaïion  ilï  fuàx  iuiliquce  dan*  la  noie  de  la 
page  lioi,  Kl  puur  dïtermiuerin  limites  de  l'erreur  qm;  l'on  com- 
iiIclent'aïK^tuuIïIcI  lerme  qiw  l'on  inudia.  En  iSlj,  M.  Uiiuu 
avuit  lral:i.-  la  m^mciujct,  mail  par  un  nmfcn  dcrivé  des  fiinDuli-c 
d'iniurp.jUtioD,  «  ^ui  «e  rapporte  k  ce  qu'on  a  vu  dam  le  n*  33H. 
(fo/cilu  t.  m,  de»  Commentationci  lacietatis  GotlingenUâ 
retemiorei,  ann.  i8i.î-ttli5.J 
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et  par  conséquent 


'«=^/^-^^''co.. 


a 


Cela  posé,  le  facteur  e  ^a*  décroît  en  même 
temps  que  a  et  tend  k  devenir  nul,  à  moins  que 
le  numérateur  (x  —  t)*  de  son  exposant  ne  soit 
d'une  petitesse  comparable  à  celle  de  a,  ce  qui  aura 
lieu  lorsque  la  valeur  de  la  varial^je  t  différera  peu 
de  celle  de  jp  :  c'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  l'in-^ 
té{j;rale  indiquée  pourra  prendre  une  valeur- assignable. 
Pour  la  découvrir,  il  faut  faire  /  =  a?  +  «  ,  et  suppo- 
ser que  la  valeur  de  s  demeure  dans  des  limites  si 
resserrées  que  l'on  puisse  la  regai*der  toujours  comme 
infmiment  petite,  et  qu'il  soit  permis,  en  conséquence» 
de  réduire  f(x+ji)  à  f(ac)j  il  vient  alors 

-1*  c* 

Or,  puisque  l'intégrale  comprise  dans  le  dernier  mem- 
bre s'anéantit  aussitôt  que  z  a  une  valeur  assignable, 
on  ne  cliange  pas  celle  de  cette  intégrale  en  éten- 
dant z  jusqu'à  l'inJGni  même;  mais  entre  ces  limites, 

ce  qui  fait  disparaître  a  dans  l'expression  f(x),  et  la 
rend  identique. 

On  ne  saurait  disconvenir  qu'appuvé  seulement  sur  la 
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pour  U  tiiiitUeq,  — inliui  et  +  infini  pour  la  va-  ' 

riulile  t. 

444-  ^^  formulea  précédentes,  ian  â  M.  Fourirr, 
ont  occupé  liPBucoup  omii  MM.  Poisson  et  Caucliv  ; 
il*  les  ont  étendue*  aux  louctions  de  pluïîenrs  »a- 
riublcs,  et  y  «ont  parrenus  par  divers  moyens.  Je 
renverrai  â  lenrs écrite,  le  lecteur  «jui  voudra  connaître 
les  points  de  vue  tous  le-f^ueU  ils  ont  envisagé  cette 
théorie  C). 

Je  rnpporlcrai  seulement  une  d««  maaicres  dont 
M.  Poiaion  a  Tériliu  à  poatiriori  tn  formule  principale 

en  traitant  f     'd^cosç(i — I)  comme  la  limite  vers 

laquelle  tend  l'intégrale /«""'''dycosyCat — t^iamc- 
sure  que  la  quantité  a  décroît. 

Cette  dernière  formule  rentre  dans  celle  du  n°4^'  > 
oit  II  suiBra  de  changer  r  en  jc —  fet  xen^,  pouroblcuir 


t')  ^oj-e«Icl8"  «lu  I9<  cahier  du  Jnumal  de  lEcele  Po/y- 
techniifue ,\et  Exercicet  d'analjie,  p»r  M.  OiQcliT,  el  Ictoaic  VI 
des  Ifoui^aux  Biémoirei  de  V Académie  iet  A'cieiteei. 

Dans  rc  ilcrniL-r  ,  M.  Poïuou  emploie  lu  IrnnsfucniatioD  ci-dcssos 
poar  parvenir  h  l'ciprcsiion  dï  ^udj-  ii)(tlqu«e  don*  la  note  de  li 

inetcDt'Jr^ctiiiitlIlel  tcime 'itie  l'on  you.Ua.  En  i8i4,  M.  Uuuw 
avait  imite  le  mi!me  luiel ,  mail  put  un  mo»eii  dérivé  des  rbcmutii 
d'inlLTiiutaiion,  cl  ijui  le  rapporie  ï  ce  qn'on  a  vu  dans  le  n*  33(f. 
(fo^ecle  t.  III,  àvt  CommeiUatiortes  loâetalit    OoUingenji, 
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fiGG      TBAITB  ilÀMtXTJtmt    IIK   CAICUI.   ISThittJLL. 

Toleur  d'une  intégrale  définie  à  laquelle  on  n'attri- 
buC)  à  proprement  parler,  qu'un  seul  éléiueiit ,  le 
procédé  que  je  viens  d'exposer  ne  doWe  parailre  au 
muins  tr^8  délicat;  mai*  Cft  qui  le  fortilie  ,  c'est  qu'en 
l'ùppliquant  encore  à  d'antres  intégrales,  en  particulier 
À  l'une  de  ceilei  du  u"  4^3,  on  en  tire  toujours  le  m£tnc 
l'dfullal ,  olilcnu  d'ailleurs  à  priori,,  par  des  considéra— 
tîous  très  diSureutcs. 

Pour  se  faire  nnc  idée  bien  nette  de  ce  passage  d'une 
limite  Gnie  à  Due  limite  inlinie,  il  n'est  peut-élrc  p.-is 
inutile  d'eiamiucf  la  mafclie  des  valeurs  d'une  ïnl^rale 
«nnlogueà  lu  précédente.  Telle  eatyè~''di,  dont  on 
trouve  une  table  ï  In  fin  de  Vyttialysr  des  réfractions 
astronomiques,  par  Rrnmp.  On  voit  que  cette  intégrale, 
dont  V^ir:i=b, 8863269a  est  U  Taleur  entre  les  limites 
sEéro  et  l'infini ,  est  déjà  réduite  à  0,00001958  lorsque  t 
«t  seulement  égal  à  3.  Le  décroissement  doit  être 
encore  bien  plus  rapide ,  quand  .l'expotant  — <*  est  di- 
visé par  Icquarré  d'un  nombre  très  petit,  ainsi  que 
dans  la  formule  traitée  cî-dessus  ;  et  lorsqu'on  suppose 
infiniment  petit  cet  exposant,  c'est  noe  limite  rigou- 
reuse que  l'on  cherche  et  que  l'on  obtient. 


NOTES. 

NOTE  A  ,  indiquée  sur  les  pages  i  e/  86. 

I.  CoRSTDéRé  dans  les  proccdci  qui  le  constitaent ,  le  Calcal 
dififcrcnticl  est  pins  simple  que  les  parties  supérieures  de  TAlgibre. 
Sa  difficulté  ne  tient  guère  qu'à  celle  d^aperceToir  d^abord  quel  est 
•on  but,  et  de  concevoir  le  sens  de  quelques  nouTeauz  termes  donc 
il  a  nécessite  ^introduction. 

C^cst  un  problème  de  Géome'trie  (celui  de  Pappus)  résolu  aei- 
Icnicnt  dans  quelques  cas  particuliers,  pir  les  anciens,  qui  a  conduit 
Descartes  à  inventer  Tapplication  de  l'Algèbre  à  Tcxprcssion  des 
lignes  courbes;  c'est  aussi  un  problème  (celui  des  tangentes)  qui 
a  fait  découvrir  le  Calcul  différentiel. 

Dès  le  temps  d'Eudide ,  on  a  pn  remarquer  que  les  U|i:;entes 
jouissaient  des  proprie'tc's  des  sécantes,  en  modiGant  ces  propriétés 
comme  l'exige  la  réunion  des  deux  points  d'intersection  en  un  seul, 
qni  est  alors  le  point  de  contact.  {Vofez  le  n»  ia8  des  Élémens 
de  Géométrie.)  C'est  aussi  sur  ce  principe  que  reposent ,  soit  ex- 
plicitement, soit  implicitement,  toutes  les  méthodes  qu'on  a  fondées 
sur  le  Calcul,  pour  mener  \t»  uogentes  aux  courbes.  Parmi  ces 
méthodes,  je  choisis  celle  de  Barrow,  qui  n'est  pas  encore  le  Calcul 
dîffe'rentiel,  mais  qni  s'en  rapproche  le  plus. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole  ordinaire  donnée  par  l'équation 
j^*  =  px  ;  en  prenant  sur  cette  conrbe  deux  points  M  et  ^/', 
Jig.  I,  pour  mener  une  sécante,  posant  ^10*  '< 

APz=x,    PP'zrzh,    A'P'^x-^h, 
P3i=rf   M'Q^k,     PM'z=zy^k,  • 

comparant  les  triangles  semblables  3î' Q M  et  MPS\  on  aura 

M'Q:MQ::PM:PS,   d'oii   PS=:xyy 

et  puisque  le  point  M'  appartient  k  la  couibc,  on  a  ausii 

développant  cette  équation ,  pour  en  retrancher  membre  à  membre, 
y*  ^px  f  il  restera 

^yh  -H  A*  =  ph ,     qui  revient  à     -y  =  7   : 
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(M*  IibM ,  rtqiniiM) 

••-rsïOfOBrt-rAir 
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^.a,(,+.:)--;= 

ii(iM  tal»tiw»nii  + 

^4/,  on  «m 

rfA 

lit^-^iimti  ■  •  -■> 

i  .^ 

,+*;= 

coiî^+V^iln 

J25. 

^H                      puii  pii-nint  W  IkniitH  relatito  )  la  Jinpputrtioi 

a.  n  inticie 

■ai- 

^■H  a-w.H"'^iicc«^%. 

.in__   ,l„itnii«nt  r 

p.p«ili«nienl 

« 

^^.,.  „.„„..» 

tr:fnii  que   m  ilrmeai 

cGnic,  on    aora, 

1      '^"'— 

=„..,/- 

^k                      Ma  île  bUn  loir  ccu»  liiii^,_il  fam  meHtï  pour  coi  — 

:.:i 

^^*                 lin  — -,   loor  ilertloppe 

m.o.  |3;)io,.prt.l 

E3  .iropIiGcaiio 

,1   vie". 

I  =  am»  V — I  ,  Ionqn«  n  cil  infinie. 


1;  de  Taire  otuerTn-  qoe  la  dé- 
lur  liqDcIlr  ce  qoi  prc'cide  cm 
dun'   187. 


cç  qai.  le  tcilaii 

III.  II  pcul  suui  n'être  pu  in 
compoiition  dejr' —  I  ec  faciniri 
Toiiil^;  l'obtient  ïrtd^penda'niitimi 
Voici  comment  Lagrange  y  Mt  p 
'  t.ta  éqiiationi 

'  cot  (n  -i- 1](  =  «M  1  ce 


itéei ,  donnent  "'    ''' '"'  '    ' 

^o>(n  +  ,),^  afo.'ï.Mn,V^-*c^(„_0;. 


M»«-^<l  ft 
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6j8  Nors». 

rilUcs  en   nulmt  lempi  par    fcuo   aouvi-lli:  Tolcut  ;  t|  comme 
pnm  i^ic  «{II*  lion  n'nl  qiiirilii  dsiiiitmi  tUfti,  il  ed  f^alw  ijn'd 

Muoteaint,  «i  l'oo  ptvid 
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"J-" 

J—-V 

CW/+ 

.=.. 

«un  pc 

or    faclrai 

j-  -  ay  cot 

* 

1.  fo.t, 

ileiluni^  191. 

n»  190, 
OD  tara 

«AttitiK  1  m  :  *orr 

Poqr 

<a  dcdoin  cellei  do 
Dan»  le  premier  cm 

il  toffil   de  ftin   / 

co./=.,      r" 

-»r-  + 

.=(y--i)., 

pui. 

r"-'  =  o.     r' 

-ycp" 

î^  +1=0. 

Dam  1 

.econd  r«, 

co./=-.,    r- 

+»r'-t-'  =  (r"+0'. 

pu» 

^+■=0,       jr.~ 

Vcotti 

^+,  =  ., 

comme 

dan»  le  n'  cil^. 

IV. 

\a  mojen  de  l'eipreuion 

de*  riKiDat  imaK'"*!"*  de  l'ccpuilioa  «'-ri  ^o,  on  expliqat 
pluûcDri  difficDllÉi  qa'oEie  l'application  de)  togaiilhmea  aux 
nombre»  neRatifi,  emiEBatret  celle-ci  :pDiique(—a;>^(..f^;i=a>, 
on  doit  en  conchire  que 

l(— (i)>  =  la>,    al--a  =  9l'f'd,    d'oh    l  —  astl  +  af 


%«• 


■  MVflP* 


•  • 


•  •      ■  •  a 


•  •  t 


•■• 
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vu  peu)  «UMr  tf  rciulrc  iMinjiK  du  c-viie  clicvniuncc  ,  en  cont 
idpi  lu  ÎDlcgnilci  comme  diM  lOitiniia  «Pr/liFiiMi» ,  an  oiojen 
l'ciprrwîon  donacc  dnni  la  nota  ilc  U  |i4g*  3m).  tin  cKrl,  loil 
rinU|{'<ile  double  f/tàxHr  oh  t^  ((r,^),  tt  «yoni  pour  ti- 
mil»  fl  «t  «'  pur  rippurl  ï  j  ,  i  «l  6'  p>r  nji^il  i  jr  ;  commcD- 
çooi  p»  nnl^Rratlan  rcli>ll*t  1  >- ,  et  poton*  (i'=:a  ~f-na;  niaîi , 
.jHiuf  nbrrRRr,  «criïOM  ffBi.j-)  >a  lieu  de  t(a  ■*■  Hia.jr),  aaiu 
•utoiu,  li'apTt*  la  nule  diA, 

/;'^,=.{f(..  rH-t(..r>--+'(— '.r)). 

MBlli)ilunl  cninilc  pat  Ay  l«  deux  nicrahre*  de  «île  ^nation  , 
cl  inldfiront  dci'ui*  y=-ti  j>i*<t"'^^^  ^'>  '"  '^'''""  ^'  =^^  -i-pt, 
nn  wnuc  ijaclconqu  ufàjrt{m,  y)  da  iccand  meoibre  danoen 

-{r(».,0)  +  r(«,  iî  +  f(m,  i)....  +  f(m,p-i)}. 
I  [  il  en  iisltn  ,  poni  U  ilc'vclnppeinnil  compirt . 

!f(o,  o)      +f;i,  o)      +f(5,  o) +  f(n-i,  o)       -j 

+  f(o,  0    +r(.,  0    +f(i,  .) +  f(-.-.,  .)     f 

+  f>,  ï)      +f(i,  ^)      +f(i,  3) +  r{'— I,  a)        >  , 

-t-f(n,  p-iH-  f{T,  p-.)-f-f(a,  p-i)...+  r(n-i,  p-t)-' 

où  chaque  ligne  repr^aenle  une  intepale  telitîie  i  x,  cl  ckaqne 
colonne,  nne  inieftrale  rel»ti»e  b  y.  Si  l'on  renTciiail  l'ordie 
d»  inleprationi,  le*  colonno  prendraient  la  place  de>  lignes  ,  ei 
Tvciproquenienl  ;  il  n'j  aurait  de  chaiif^if  que  l'ordre  de>  «uhsti- 
lBtîon<  ;  car  dant  te  premier  tti,  on  rontmence  par  aubttituer  à  x 
te)  diverse!  valear* ,  et  l'on  ne  met  qu'eneoite  cellei  de^,  (andïi 
qu'on  fnit  ^idemmcnt  le  contraire  dant  le  tecond  ea>.  Or,  cela 
ne  clianf^e  rien  en  Re'ntrnI  i  la  Talenr  deaitennet  do  dernier  dé' 
leloppemcnt,  puisque  f{i-,j-)  cloii  inDJODr)  rester  la  même, 
lortqu'on  y  met  pour  x  rt  Y  \n  m'me*  valeurs,  dans  quelque 
ordre  que  t'effeclncnt   les   suluiilutiona. 

II.    Il   y   n  pourlaui    A    cria  nne  exception  ,    lorsque    ces     va- 
Icuri    n'ndcnt   f(x, /)  indeterraini-e ,    en    la  faiaant  passer    par 

nalini.  C'ed  sur  la  fonction  ; : 7-  qoo  M.  Cauehy  ■  d'iiboid 

fuit  celle  reuarqne.  Quand  rm  y  luppoie  Hmaluiiément  ar  :=  o. 


nom.  0^5 

«tas  logariihBci  qu'âne  «rigint  Arithmétique  Jtn  le»  dddaÎMnt  de 
la  oomparaisoQ  des  progreifione  {Élém*  d'Aigu  a54)  »  devient  na- 
tmélle  qaand  on  1^  tire  de  Inéquation  ^  =  e*.  Eu  effet,  li  Ton  dé- 
aigue  par  «  Pezposant  numérique  de  la  puissance  à  laquelle  ii.faqt 
élever  e ,  ponr  produire  la  râleur  assignée  à  y  y  et  qu^ou  fasse 
«=«+««  il  nent 

e   ^^    =J^>    qui  se  réduit  à    e*r=t, 

Ik  cause  de  0"=^^.  Mais  réqaation  e*  =  1  éunt  développée  p.ir  la 
formule  du  n^  V] ,  condoit  à 


r  +  — ^  -f  --—3  H-  etc.  =  o, 

1 .2.^ 


I       i.a 
qui  se  décompose  dans  les  facteurs 


z  =  o 


' +5 +r«»- **'•='" 


le  premier  estlai2étermiitaf  îon  arithmétiguêAn  logarithme  de  l'uni- 
té, et  le  second  contient  les  déterminations  algébriques  :  ceci  est  à  la 
théorie  des  logarithmes  ce  qu'est  la  considération  des  racines  ima- 
f;inairQS  de  l'unité  à  la  théorie  <tea  puissances.  (Élém.  d^Alg*  i5g.) 

Lesralenn  a=amflrV/ — i  >ont  les  racines  du  second  facteur  de 

l'équation  e*  =  i , et  celles  de  l'équation  jr=  e*  sont  *r^mw  V^— 1  » 

en  sorte  que  1^  =   «  4-dmirV^— t. 

II.  Four  détcnméér  ces  racines,  Euler,  qui  les  a  découvertes  le 
liremier,  a  employé  un  artifice  d'analyse  très  ingénieux  ^  et  qui  re- 
pose sur  la  proposition  démontrée  dans  le  n^  188,  d*aprèt  laquelle 
les  ndnes  de  l'équation 

vnw  ,  t/"""   •   a^nsT 
r»— ri  =  o      sont    r=cos  — -l-K  — I  »m— . 

n  faut  d'abord  observer  que  , 

a  ponr  limite,  lorsque  n  devient  infinie , 

s        z*  x> 

.+-  +  — 4.^^-1.  «c.  =  ... 

43.. 


i 


cl  1««  Tir^ita  île   cctu    oonTelle   inc^rllion   ^Unt   b   nt  If.  e 
ttouie  pont  demi*™  npctiiion 

-  «rc  (ung  =  -  J  +  J.TC  (^wnç  =  -^ 

Qiuod  en  preMt  ilani  l'onlrc  ln»efK,  on  a  laeceuiTemrni 
rd'u     .         du  r 

•f  •''•"/ EJ? '-^  =  j;  =  - rf:;^- 
=  -■"  ("■«  =  ?)  +  ■"('■■"  =  s)' 

-  .r.  („ng  =  f.)  +  «.  (un,  =  ?)    / 

Il  De  Kriit  l>aa  difficile  de  montrer  qne,  dam  liar  etil  Rcacral, 
In  deui  cipreuion*  preciideala  >ont  idenliqDci  ;  maii  ti  l'on  fail 

a  =  — I,      o'  =  i,      i  =  — I,      fc'  =  i, 

tiiqitet  entre  i«tqarllei  tombent  i  r=  o  ,  j-  =  u  ,  el  d'oh  il  rimlle 

«ro(t>og=i)  =  J,    «tc(UinB=;  — i)  =  - j. 


"4' 


NOTES.  b^J 

«t  meltaot  Jes  nombres  i ,  a ,  3 ,  eic. ,  h  la  place  de  n ,  itTÎeiiftn 


ocosaz 


9C08 


acos 


-(r+;)"-«=j-+^.. 

etc.  , 

d^où  l'on  conclura  d^abord,  par  analogie,  que 

I 
aco»  nz=:y»  -^  — . 

y* 

Poor  l'en  assurer  tool-à-fait,  il  suffit  de  voir  que  si  la  loi  re- 
fn^rqnce  a  lien  pour  les  nombres  n  —  i  et  n,  elle  aura  pareille- 
ment lien  pour  le  nombre  /i+  t.  Or,  si  Ton  fait 

scot  (n  — 1)«  =  jr— «  +  -1- ,    acos  nz  =r» ,+  -^» 
■I  en  re'sultera 


3C0S 


(»+.>  =  (r  +  i)  (r"+j.)  -  (r— +pr.) 

l 

ce  qui  est  encore  la  loi  suppoftée,  et  prouve   qu'en   partant  des 
▼alenis  /i  =  i  et  n  =  a ,  elle  sVtendra  &  tous  les  nombres  entiers. 
Il  suit  de  là  que  les  équations 

acos  *  =  jr  -#-  -  j      ^cos  /!«  =  y  •  H , 

qui  reviennent  h 

y*  —  ajr  cos  s  -f-  1  =  o ,      y***  —  a/"  cos  nz  +  i  =  o, 

ont   lien    en    même    temps,   qu'eUcs    ont   par    conséquent    une 
racine   conmiune.    Mais    si   on    la  désigne  par   0,  qu'on  fasse 

ensuite   y  =  ~  ,    et   qu'on    réduise    tous    les    termes    de    cbaqne 

cquation  au  même  dénominateur,  on  trouvera  qu'elles  sont  vé. 


6«(' 

L'amlHgii 


rr^' 


■  mAnci  liinilt*,  quoique  U  foncliob 


,  qURDiI  on  j  flil  k  la  fnu  x=:i>, 
I  diOl-rcnUt,    lantal    l'ordie   de* 


qa'an  dcmcnt  ipliniin 

llffcmce  àra  Taleun  obleouH 

<:ij-,   IM.  Caiicltj  IVvaluc  i 
e  il  >ait. 


:d  Tarîant  l'onlic  de* 


Soil  f(r,jr)  l'dpreawoD  g^ntnlc  deyiilf ,  t  dcTcnRnl  infini 
|iir  dtt  tBleun  de  z  el  iejr ,  compriKi  «D(r«  le*  limiu*  a  eL  a', 
i  et  C  9  en  (tt'ti)^in[  par  h  la  nlenr  de  z ,  et  pir  X  ane  quan- 
tité ir^i  peiile ,  l'iale'grali  yidr  ,  priie  daoi  le  petit  ÏDlerraUe  de 


.(•+»,  r)->(«-».r). 


qoi  approcheri  d'aotant  pla*  d'être  celle  qnî  correipond  k  on  kuI 
élément ,  que  la  Valeur  auigiu't  !>  k  >en  plai  pelile- 
Dani  l'exemple  de  l'article  H,  pour  lequel 


l'cipreuion  ITOUKC  ci^«wu*  deriml 
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jr  =  o,  elle  devient  entièrement  indéterminée,  comme  celle  qn^on 
a  considérée  dans  le  n»  i54  (Foyez  aussi  le  Traité  in-4*,  t«  I» 
p.  357  —  36o,  et  607};  mais  si  Ton  n^opère  les  subtliin- 
tions  que   l'une    après  Tantre,   en  commençant  par  xaso,    on 

trouve  *^  sa  —^ ,  ce  qui  devient  4<  infini,  lonqu'on  j  fiait  /^o } 

et  dans  Tordre  contraire,  il  vient  d'abord  — --  =  ——,  que   la 

supposition  de  x  =  o  change  en  —infini;  mais  la  difiërence  des 
deux  re.sul  ta ts  cesse  dès  que  Ton  ne  considère  plus  xetjr  comme 
rigoureusement  nuls  :  il  n'y  a  donc  qu'un  seul  élément  qni 
prenne  deux  valeurs ,  celui  qni  répond  àjF  =  o,^  =  o;  et  ce  quM 

faut  bien  remarquer,  c'est  que  la  fonction  r^^         >^,  devenant 

alors  infinie,   fait  prendre  à  cet  élément  une  valeur  finie  qni  in- 
flue sur  celle   de  Tintégrale  proposée;   aussi    arrive-t-on  à  deux 
résultats  différens,  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  effsctne  les  in- 
tégrations. 
Pour  s'en  assurer  ,  il  faut  remarquer  que  si  l'on  fait 


u  =  arc^tangQ 


il  vient 


du y  au  X 

Sx  JtM^y*'      dP""ar»+y^' 

d*u r*  —  X»  ^ 

11  suit  de  là   qu'en   commençant  par  l'intégration  relative  à  x, 
on  a,  en  général, 

-  j  P  d*u     .         du  X 

/«dx=/    ,    .  ■  ■  dx  =  -r-  =-7--; — :; 
•'  J   dxd^  dy        X*  ^y* 

et  depuis  x  =:  a  jusqu'à  x  =  a',   on  obtient 


rt' 


Passant  ensuite  à 


b 
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- 

)>■«£       5' 

ligiM    4  ■"  rcnonfdai,  pic,  ((JR  pane 

106 

l.g»    dcTT.;^    de  la    DO», 

—  "f }. 

liiet  a  =  air  r  iln  .rCTie  =  ?1  J  —  V'aa^  — ^ 

Î39. 

371 

tigm  JctnLJw  'le  la  noie,  «joriMi    vaf,  la  doU  C 

38i, 

ligne  6   en  nninlanl  ,   troii    •frUblei .   iiiu    deuK 

U: 

lign«  .1.  r-x'  +  ï'.  «•«  f-w-^ 

ligne  10  «a  rvmonl<:itC,  ^JK,  lUtt  ^tx' 
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lient  I7,(i)f>u(r.  AU  toni,  fiVû^i  Comment.  Ated. 

Pttnp..  t.  V,  p.  >o4. 
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